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Von Technikerinnen und Technikern wird im beruflichen Alltag erwartet, dass sie Fra-
gestellungen aus dem mathematisch-naturwissenschaftlich-technischen Bereich kom-
petent bearbeiten kénnen.

Dabei ist es haufig schwierig, in den Problemstellungen des beruflichen Alltages die
grundlegenden mathematischen, physikalischen und technischen Gesetzmafigkeiten
zu erkennen und in die Fachsprache und Symbolik der Mathematik zu tbertragen.

In diesem Lernmodul werden deshalb realitdtsnahe Aufgabenstellungen der Technik

aus mehreren Fachgebieten beispielhaft untersucht und mathematische Lésungsan-
satze erarbeitet.

Voraussetzung fir dieses Lernmodul ist eine erfolgreiche Bearbeitung der Lernmodule
1 bis 4 dieses Faches

- Zahlen kennen und Grundrechenarten anwenden

- Funktionen und Gleichungen erster Ordnung einordnen und anwenden

- Funktionen und Gleichungen héherer Ordnung anwenden

- Geometrische Gesetze auf zwei- und dreidimensionale Figuren anwenden

Alle weiteren notwendigen Informationen und Arbeitsunterlagen sind in diesem Lern-
modul und im Modul Formeln enthalten.

Dieses Lernmodul ist im hauslichen Studium zu erarbeiten.

Der bendtigte Zeitaufwand liegt bei ca. 20 Stunden.

Zusatzlich finden in den semesterbezogenen Prasenzphasen 6 Stunden Festigung
und Vertiefung fachspezifischer und facheriibergreifender Zusammenhange anhand
beispielhafter Problemstellungen statt.
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Thema 1: Schwingungs- und Wellenlehre

Ein Produzent fir mechanische Federn erhalt den Auftrag zur Herstellung einer spe-
ziellen Schraubenfeder fur die Anwendung als Federpendel in einem neuen Fahrge-
schaft eines Freizeitparks.

Die Feder wird maximal mit einer Masse von 140 kg belastet und soll bei dieser Be-
lastung eine Langenanderung von 1,40 m erfahren. Bei dieser Stellung ist die Ruhela-
ge gegeben.

Wird der Pendelkorper aus der Ruhelage ausgelenkt und losgelassen, so schwingt er
langs einer vertikalen Achse in Form einer harmonischen Schwingung auf und ab.

Die maximale Auslenkung der Feder aus der Ruhelage zu Beginn der Schwingung
soll 1,50 m sein.

LIS

O -oofmmmm bl Ruhelage

Fir die Genehmigung der neuen Anlage beim technischen Uberwachungsverein be-
noétigt der Auftraggeber einige technische Daten des Systems.

Ein Techniker wird mit der Berechnung der folgenden Daten beauftragt (Reibung und
Federmasse fir die erste Berechnung vernachlassigt):

Federkonstante

Schwingungsdauer und Frequenz

maximale Geschwindigkeit der Pendelmasse

zusatzliche Beschleunigung (ohne Erdbeschleunigung), die die Pendelmasse
beim Loslassen nach der Auslenkung erfahrt

¢ maximale Kraft am Aufhangungspunkt der Feder
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Thema 2: Optik

In einem naturwissenschaftlichen Museum sollen die Besucher ein Kristallwachstum
Jive* beobachten konnen.

Der Kristall wachst aus einer Schmelze bei einer Temperatur von tber 1000 °C. Bei
dieser Temperatur strahlt der Kristall bereits im sichtbaren Bereich Licht ab. Am An-
fang hat der Keimkristall eine Léange von 5 mm. Er wird im Beobachtungszeitraum auf
eine Endlange von 3 cm wachsen.

Um den Wachstumsprozess vielen Besuchern gleichzeitig zeigen zu kénnen, wird
eine reelle Abbildung des Kristalls mithilfe einer Sammellinse (f = 10 cm) auf eine vom
Kristall 5,20 m entfernte Leinwand projiziert.

Der Techniker des Museums wird im Rahmen der Planungsphase des neuen Muse-
umsbereiches beauftragt, folgende Daten zu ermitteln:

die exakte Linsenposition fiir die gewiinschte Projektion

die BildgréRe auf der Leinwand am Anfang des Wachstums (B;)
die BildgréRe am Ende des Wachstums (B;)

den Abbildungsmalstab

Thema 3: Mechanik

In den Betriebsferien soll die Verkaufsaustellung einer Firma gerdumt werden. Da die
bereits angelaufenen Umbauarbeiten den normalen Abtransport behindern wirden,
soll eine Transportrutsche zum Einsatz kommen. Es ist geplant, die empfindlichen
Exponate in Schaumgummi gebettet in Metallkisten zu verpacken und auf der Rutsch-
flache aus Holz abwarts gleiten zu lassen. Die Unterkante des Fensters liegt auf vier
Meter Hohe. Der Auslauf im Hof unter dem Fenster soll aus ergonomischen Griinden
zur Abnahme in einem Meter Hoéhe liegen.

Ein Techniker wird mit der Konstruktion, d.h. mit der Bestimmung der Rutschenlange

und des Neigungswinkels der Transportrutsche beauftragt.

Dabei sollen folgende Randbedingungen bericksichtigt werden:

e Der Neigungswinkel der Transportrutsche soll so gewahlt werden, dass eine oben
aufgesetzte Kiste am unteren Punkt der Rutsche FuRgangergeschwindigkeit
(5 km/h) erreicht.

o Das Gewicht der Metallkisten mit Inhalt betragt jeweils 10 kg.
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Thema 4: Warmelehre

Nachdem der Heizdlpreis auf Gber 35 Cent pro Liter gestiegen ist, denkt der Chef
eines Produktionsbetriebes Uber Alternativen nach. Dabei erinnert er sich, dass er
damals eine Heizungsanlage hat einbauen lassen, die auch fir feste Brennstoffe wie
Holz geeignet ist. Da vor kurzem unweit des Produktionsbetriebes ein Sagewerk mit
angeschlossenem Mobelwerk errichtet wurde, ruft er dort an und fragt nach Brenn-
holzabfall. Wenig spater erhalt er folgendes Angebot per Fax.

TELEFAX

Frau Herrn Meier

Firma ProForm GmbH
Datum 24.09.04

Sehr geehrter Herr Meier,

wie soeben telefonisch angefragt sende ich Ihnen ein unverbindliches Ange-
bot iber Brennholz aus unserem Betrieb.

Holzabfélle, Buche, lufttrocken, inklusive Anlieferung 80 €/ Tonne

Mit freundlichen GriiRen

i.A.
Muiller

Mit diesem Fax wendet sich der Chef an einen seiner Techniker und beauftragt ihn,
einen Vergleich der Brennstoffkosten fiir Heiz6l und fir Holz zu erstellen.

Dabei sollen folgende Randbedingungen beriicksichtigt werden:

e durchschnittlicher Heizélverbrauch pro Jahr bisher 18000 Liter

e beim Verbrennen von lufttrockenem Holz wird ein Teil der Energie zum Erhitzen
und zum Verdampfen des Wasseranteils benotigt

o 1kg lufttrockenes Holz enthalt bei einer Lagertemperatur von 20 °C noch eine
Feuchtigkeit von 0,13 kg Wasser

o vOllig wasserfreies Buchenholz hat einen Heizwert von 18,9 MJ/kg
o die mittlere Dichte von Heizdl betragt 1,015 kg/dm3
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Thema 5: Fertigungstechnik

Einem metallverarbeitenden Betrieb, der sich auf die Herstellung von Stanzteilen spe-
zialisiert hat, wurde von einem Elektrogeratehersteller ein Auftrag erteilt.

Bei diesem Auftrag handelt es sich um die Fertigung von 4500 Blechplatten aus St 44

(S275JR), welche aus einem 2,5 mm dicken und 122 mm breiten, endlosen Blech-
streifen geschnitten werden sollen.
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Um eine Uberlastung der zur Verfliigung stehenden Maschine zu vermeiden, darf die
maximale Schnittkraft von 450 kN nicht Uberschritten werden.

Ein Techniker wird vor Beginn der Fertigung von der Geschaftsleitung mit folgenden
Tatigkeiten beauftragt:

e Es ist zu prufen, ob die Blechprofile in einem einzigen Schnitt oder in mehreren
Schnitten (Folgeschnittverfahren) mit der vorhandenen Maschine zu fertigen sind.
Sollte das Folgeschnittverfahren gewahlt werden, ist in der ersten Folge die ge-
samte Innenkontur zu fertigen. Im zweiten Schnitt erfolgt dann das Ausschneiden
der Aufienkontur.

Mehr als zwei Schnitte sind jedoch nicht vorzusehen.

e Um ein Kippen des Werkzeugs beim Schneiden zu verhindern, ist die Lage des
Kraftschwerpunktes des Einspannzapfens fur jeden Schnitt zu bestimmen.

o Fuir die Stuckliste des Elektrogerateherstellers ist das Gewicht des hergestellten
Blechprofils zu berechnen.
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o Weiterhin ist der Ausnutzungsgrad fur die Anordnung der Teile in Streifen sowie
der Materialverschnitt in % der jeweiligen Streifenausnutzung (Lage 1 oder La-
ge 2, s. folgende Abbildung) zu ermitteln.
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Alle Materialangaben sind der folgenden Werkstofftabelle zu entnehmen.
W Belastungsfall
erkstoff . : - o
Kurz- Modul | Dichte Rm Re/Rp 02 Gy sch Ordw
zeichen | N/mm’® | g/cm® | N/mm® N/mm? N/mm? N/mm?
(382253;) 370 235 235 150
(Sszgng) 420 275 275 180
(sEtzgg 210000 | 7,85 500 295 295 210
(SEggg 600 335 335 250
(SEEZ(% 720 365 365 300

Zugfestigkeitswerte allgemeiner Baustahle, DIN 17100
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Bearbeitungsempfehlungen fiir die mathematisch-naturwissenschaftlich-
technischen Problemstellungen

e Frarbeiten Sie sich Informationen (iber die naturwissenschaftlich-technischen
Bereiche der

- Schwingungs- und Wellenlehre
- Optik

- Mechanik

- Wérmelehre

- Fertigungstechnik!

o FErarbeiten Sie sich geeignete mathematische Methoden und Berechnungsverfah-
ren zur Bearbeitung naturwissenschaftlich-technischer Problemstellungen der o-
ben genannten Bereiche!

e Realisieren Sie schriftliche L6sungen zu den naturwissenschaftlich-technischen
Problemstellungen!

8 © DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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1 Problemstellungen aus dem Bereich der Schwingungs- und
Wellenlehre

Als Schwingungen und Wellen werden periodische Zustandsdnderungen bezeichnet,
die mechanische und elektromechanische Systeme erfassen kénnen. Mechanische
Systeme kdnnen einen festen, flissigen oder gasférmigen Zustand haben. Als ein
Beispiel fur ein schwingendes System wird hier ein Feder-Masse-System betrachtet.
Es werden potenzielle und kinetische Energie zwischen den Systemen periodisch
ausgetauscht. Bei einem elektromagnetischen System pendelt die Energie periodisch
zwischen der elektrischen Ladung im Kondensator und der magnetischen Ladung in
der Spule.

Erfassen die periodischen Schwankungen der Energie nur ein einzelnes schwin-
gungsfahiges Element, so wird dieses als Schwingung bezeichnet. Betreffen dagegen
die Energieschwankungen eine Vielzahl aneinander gekoppelte Elemente, so treten
Wellen auf. Die mathematische Betrachtung von Schwingungen und Wellen sind an-
nahernd gleich. lhr Unterschied liegt in den beeinflussenden physikalischen GréRen
und der rdumlichen Betrachtung der Wellen.

Die Herleitung einer allgemeinen mathematischen Schwingungsfunktion stammt aus
der Trigonometrie. Unter Verwendung des Einheitskreises mit einem Radius r =1
lassen sich die trigonometrischen Funktionen aufstellen. Dreht sich der y-Zeiger im
Einheitskreis einmal in der Runde, so ist der Verlauf der Funktion in einem
x-, y-Koordinatensystem gleich dem Verlauf einer Schwingung.

y=y-sinx
Dreht sich der y-Zeiger, wie beschrieben, im Einheitskreis einmal in der Runde, so hat

er sich um den Vollwinkel von 2-7 rad gedreht. Durch die Drehbewegung ist eine
Beziehung zum Winkel ¢ aufgestellt worden.

y=y-sino

Abbildung 1 zeigt die Herleitung der trigonometrischen Sinus-Funktion. Durch die
Verlagerung des Anfangspunktes um einen Winkel von 1/2 - rad (90°) bei t = 0 ergibt
sich die Cosinus-Funktion.

y=Yy-coso

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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Abbildung 1 a) Die Sinus-Funktion  b) Die Cosinus-Funktion

Das Maximum einer Schwingung wird als Amplitude y bezeichnet.

Bewegt sich der y-Zeiger im Einheitskreis mit einer konstanten Geschwindigkeit o, so
bendtigt er fir den vollen Kreisumlauf eine Umlaufzeit T. Bei einer Schwingung wird
dieser Zeitraum als Schwingungsdauer T bezeichnet. Eine volle Schwingung besteht
somit aus einem Wellenberg und einem Wellental. Die x-Achse wird bei einer vollen
Schwingung zweimal geschnitten.

Die Frequenz f einer Schwingung ergibt sich aus der Anzahl der Umdrehungen z pro
Zeitabschnitt oder aus dem Kehrwert der Schwingungsdauer T:

Die Kreisfrequenz o ist die Geschwindigkeit des y-Zeigers im Einheitskreis, bzw. die
Geschwindigkeit einer Schwingung.

oo:2-7r-f:H

Durch die Verbindung der Funktion mit der Kreisfrequenz steht sie in Abhangigkeit zu
der Zeit t. Aus dieser Beziehung ergibt sich das Weg-Zeit-Gesetz einer harmonischen
Schwingung:

y(t)=9-sin (o)

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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Durch die Verlagerung des Anfangspunktes um einen Winkel 1/2 - n rad ergibt sich bei
t = 0 die folgende Schwingungsgleichung:

y (t)=9-cos (o-t)

y =9 sin(wt)

AN
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]

T

Abbildung 2 Harmonische Schwingung

Sind die zeitlichen Abstande der Nulldurchgange bzw. der Maximus einer Schwingung
gleich, so handelt es sich um eine harmonische Schwingung.

Sind die Betrdge der Amplituden einer Schwingung wahrend eines betrachteten
Schwingungszeitraums konstant, so ist die Schwingung ungedampft.

Lehrbeispiel 1

Eine harmonische Schwingung hat die Frequenz f von 0,4 Hz, die Amplitude y =2 cm

und eine Anfangsauslenkung von y, = 1 cm. Das Maximum der Schwingung tritt ver-
spatet auf.

Bestimmen Sie die Werte von T,; @ undy beit=11s!

Losung

Gegeben: f=0,4Hz
y =2cm
y(o) =1cm

Gesucht: Ty, ® ; Y1y

fo g1 1s
T f 04

T=25s

0=2 1 f=2.7-04
S

0):2,511
S

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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y=y-sin(o-t)
y (11s)=2cm-sin (2,511~1‘Isj:20m-sin (27,61)
s

Vorsicht! Den Winkel als Radiant (rad) eingeben!

y(118) = 1,23 cm

Die allgemeine Schwingungsgleichung wird auch als die Weg-Zeit-Gleichung be-
schrieben. Der zurlickgelegte Weg y ist in diesem Fall keine Wegstrecke s, sondern
es ist die Auslenkung des Betrags von y zu einer Zeit t. Der Auslenkung vy liegt bei
einer harmonischen, ungedéampften Schwingung in einem Bereich von

Der Anfangswert des Winkels, der sogenannte Anfangswinkel ¢, der Schwingung, ist
auch bei der Schwingungsgleichung zu beachten.

y=Y-sin(o-t+op)
Ist der Anfangswinkel gleich 0, so vereinfacht sich die Gleichung in:

9o =0
=y=y-sin(o-t)

Zur Berechnung der Geschwindigkeit v muss die Auslenkung y der allgemeinen
Schwingungsgleichung Uber die Zeit t differenziert werden.

Z—}tlzv(t):§/~m-cos(m-t+(p0)

Zur Berechnung der Beschleunigung a muss die Gleichung erneut Gber die Zeit diffe-
renziert werden.

—2=a(t)=-y-0? sin(o-t+q¢p)

Zur Berechnung der Geschwindigkeit und der Beschleunigung eines schwingenden
Koérpers oder Systems findet die Differenzialrechnung aus der Mathematik ihre An-
wendung.

Um einen Bezug zur Physik zu bekommen, soll nachfolgend ein Feder-Masse-System
betrachtet werden. Das Schwingverhalten eines solchen Systems ist mit einer harmo-
nischen Schwingung zu vergleichen. Bei konstanter Auslenkung, wahrend eines be-
trachteten Zeitraums, handelt es sich hierbei um eine ungedampfte, harmonische
Schwingung.

Nach der Newtonschen Bewegungsgleichung ist die Beschleunigungskraft F, des
Korpers gleich dem Produkt der Masse m und der Beschleunigung a.

a:m.a

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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Die Federkraft F, der Feder ist das negative Produkt aus der Federsteifigkeit ¢ und
der Auslenkung y.

Fc =—C-y

— NN NN

Abbildung 3 Feder-Masse-System

Bei einer harmonischen Schwingung eines Feder-Masse-Systems ist die Beschleuni-
gungskraft des Korpers gleich der Federkraft.

Fo=F.=m-a=-—c-y

Die Beschleunigung a der Gleichung kann durch den Ausdruck der zweifachen Diffe-
renzialrechnung des Weges uber die Zeit ersetzt werden.

Durch das Einsetzverfahren werden die allgemeinen Ausdriicke der Schwingungsglei-
chung in die Formel eingebracht. Mit dem gewonnenen Ausdruck Iasst sich die Formel
stark vereinfachen.

~V-2-sin (m~t+(p0)+£-§/~sin (@-t+9y)=0

3

Der Term y -sin (ot + @, ) lasst sich aus der Formel kiirzen und es bleibt:

Durch die Anwendung mehrerer mathematischer Zusammenhange |asst sich die Be-
rechnung eines homogen schwingenden Feder-Masse-Systems der Physik stark ver-
einfachen. Es lassen sich hieraus die folgenden Formeln herleiten:

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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In Abbildung 4 wird das Bewegungsverhalten eines Feder-Masse-Systems aufgezeigt.
Es werden die drei Schwingungsfunktionen y(t), v(t) und a(t) zusammen in einem Ko-
ordinatensystem dargestellt. So werden die zeitlichen Verlaufe der drei Funktionen
sehr gut veranschaulicht.

a)
p=(wqt+po)
0 m
y=9
n/2
F:— =-y ‘ = O =9 r
A ey ly=-y J y=y
i AvAvAvAvAvAvAvAvAvA m ‘
|
y= 01 y=9 y
| A
In/2 m y
N -
y = 0} y=y y
2 NAANANAAND
m ‘ \ _
y=0 y=9 y
b) )
av,y a(t)=-Ywjcos(wot)
’ L V(t)="Fwosin(wot)
RN ORI
Winkel
e Mo |m/2 | w0 PBr/2 | 2n

Y(t) S'\ 0 _’); 0 /); y(t)=§cos(wot) Ymung;

V(t) 0 “Vmax | 0 Vimax 0 V(t)=_yw03in(w0t) Vmax=,);w0

G(t) “Upex | 0 Omax 0 |~Omox a(t)=—§7w%cos(wot) umox=’9w%

Abbildung 4 Bewegungsverhalten des Feder-Masse-Systems
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Weitere ahnlich schwingende Systeme der Physik, die unter Zuhilfenahme von ma-
thematischen Verfahren berechnet werden kénnen, sind zum Beispiel das mathemati-
sche bzw. physikalische Pendel, der Torsionspendel oder das Flissigkeitspendel im
U-Rohr.

Lehrbeispiel 2

Eine vertikal hdngende Feder verlangert sich durch das Anhangen eines Korpers mit
einer Masse m von 20 g um As =10 cm. Die Masse der Feder ist hierbei zu ver-

nachlassigen. Die Erdbeschleunigung kann mit g = 10£2 angenommen werden.
s

Berechnen Sie die Federsteifigkeit der Feder und die Schwingungsdauer, wenn ein
Kérper mit einer Masse von 40 g angehéngt wird!

Losung

Gegeben: m;=20g¢g

As =10 cm
m
g =10 —
82
m, =40 g
Gesucht: c; T

Ermittlung der Federsteifigkeit

F.=-c-s
Fc:ngm.g
m
002kg-10 —
. 2
N c:m1 9_ s
As 0,1m
S

Ermittlung der Schwingungsdauer

T-2.5. M2 _5 . [004kg
c kg
2 2
s

Die Form einer Welle ist dhnlich der Form einer harmonischen Schwingung. Dies ist
am Beispiel von Wellen auf einem See sehr gut zu erkennen. Die Wellenausbreitung
wird als ein schwingungsféhiges System bezeichnet, das rdumlich miteinander ge-
koppelt ist. Bei einer Wellenbewegung wird aber keine Materie transportiert, sondern
Energie.

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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Um Wellen mathematisch zu beschreiben, muss auch hier ein qualitativer und quan-
titativer Bezug zu den physikalischen Gréfken hergestellt werden.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit c einer Welle ist gleich dem Produkt der Wellenlan-
ge A und der Frequenz f der Welle.

c:x-fzﬁ
T

Eine harmonische Welle mit dem Anfangspunkt x = 0 ist eine Funktion Uber die Zeit t
und wird allgemein wie eine harmonische Schwingung beschrieben. Sie ist abhangig

von ihrer Amplitude y, ihrer Ausbreitungsgeschwindigkeit ® und dem Anfangswin-
kel Qo -

y(t)=9-sin(o-t+g,)
Wird die Welle an einen beliebigen Ort x betrachtet, so schwingt sie zwar immer noch

harmonisch, aber die Schwingung ist zeitlich verspatet. Diese Verspatung At muss bei
der allgemeinen Gleichung berucksichtigt werden.

At =

o |x

y (t)=9-sin (o (t-At)+¢o)
y (x,t)=y-sin [m~t—%~x+(p0j

Unter Berlcksichtigung der Geschwindigkeit und einem Anfangswinkel von ¢ =0
ergibt sich hieraus:

y (xt) =¥ -sin {271[%-%]}

Die Wellenlehre findet in der Physik in den Bereichen des Schalls und der Lichtstrah-
len ihre Anwendung. Hier kdnnen die qualitativen und quantitativen Ausdrucke der
Physik mit den allgemeinen Wellengleichungen zugeordnet werden. Mit den gewon-
nenen Erkenntnissen kann das Verhalten von Wellen bei Uberlagerung, Dehnung,
Beugung und Brechung genau analysiert werden.

Lehrbeispiel 3

Eine Schallwelle wird durch die folgende Gleichung beschrieben:
4 . 1 1
y=4-10"m-sin 1800 —-t-5 —-x
s m

Berechnen Sie
3.1 die Frequenz f!
3.2 die Wellenldnge A!

3.3 die Phasengeschwindigkeit c!
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Losung

Gegeben: y =4-10"*m-sin [18001-t—51-xj
s m

Gesucht: f; A; c

Allgemeine Form: y = y - sin (2 ST {%—%D

Lehrbeispiel 3.1

f=—
T
= 18001-t:2-rc-l
S
1 1800
T 2-n-s
1‘:286,5l
s

= 51.)(:2 T[I-i
m A
x:ﬁm
5

A=1257m

Lehrbeispiel 3.3

c:7h~f:1,257m-286,5l
s

c=360 1
_______S
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Aufgaben

Aufgabe 1

Stellen Sie die Funktion zur Beschreibung einer Welle um, sodass Sie mit ihr die
Wellenlénge )\ errechnen!

R t x
y(x,t) =Yy-sin |:2 n(?_zj}

Aufgabe 2

Die Amplitude einer harmonischen Cosinus-Schwingung hat einen Wert von
y =4cm, die Schwingungsdauer betragt T = 2 s. Die Anfangsauslenkung der
Schwingung betragt y) = 1 cm, das Maximum kommt spéter.

Berechnen Sie

2.1 die Frequenz f!

2.2 die Winkelgeschwindigkeit w!

2.3 den Anfangswinkel der Schwingung ¢!

2.4 stellen Sie die zugehdrige Schwingungsgleichung auf!

2.5 den Funktionswert, zur Zeitt = 25 s!

Aufgabe 3

An einer vertikal aufgehangten Feder wird ein Kérper mit einer Masse m = 0,2 kg ge-
hangt. Die Feder erféhrt dabei eine Auslenkung von s = 10 cm. Danach wird ein Kor-
per mit einer Masse von 1 kg an die Feder gehangt.

Die Schwingungsgleichung:  y(t) =y -cos (o-t+¢,)
(

v —§/~®-Sin(m-t+(po)
a(

t)
t)=-y-w?-cos (-t+qq)

3.1 Berechnen Sie die Schwingungsdauer T bei einer Erdbeschleunigung von

m
g=10—!
82
Fg=F,=c-y
T-2.n. /M
c

3.2 Berechnen Sie die Kreisfrequenz w der Schwingung!

3.3 Berechnen Sie die maximale Auslenkung des Feder-Masse-Systems mit der
Last von m = 1 kg!

3.4 Berechnen Sie die Geschwindigkeit bei t; = 1/4 Tund t, = T (¢, = 0)!
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3.5 Berechnen Sie die Beschleunigung zu den unter Aufgabe 3.4 angegebenen
Zeiten!

Aufgabe 4

Die Wassertiefe eines Sees soll mithilfe eines Echolots gemessen werden. Hierzu
wird direkt unterhalb der Wasseroberflache ein Schallerreger montiert, der eine
Schallwelle mit einer Frequenz von f = 500 Hz aussendet. Die ausgesandte und am
Boden reflektierte Schallwelle trifft nach einer Zeit von t = 1 s wieder auf den Empfan-
ger des Echolots.

Die Schallgeschwindigkeit bei 10° C kaltem Wasser betragt c =1450 m/s .

4.1 Berechnen Sie die Seetiefe!

4.2 Berechnen Sie die Wellenldnge A der Schallwelle!
c=2
T
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Lernbereich

2 Problemstellungen aus dem Bereich der Optik

Die Optik ist die Lehre vom Licht und befasst sich mit den Erscheinungen, die durch
das Sinnesorgan Auge wahrgenommen werden. Das Licht kann in der Physik als e-
lektromagnetische Wellen beschrieben werden, die sich im Vakuum mit Lichtge-
schwindigkeit ¢, ausbreiten. Die klassische Optik wird unterschieden in die geometri-
sche Optik und in die Wellenoptik. Beide Arten der Optik haben durch die Festlegung

der quantitativen und qualitativen Ausdriicke der physikalischen GréRen einen direk-
ten Bezug zur Mathematik.

Die elektromagnetischen Wellen des sichtbaren Lichts liegen in einem Spektrum mit
einem Wellenlangenbereich von:

380 nm <A <780 nm
Die Frequenz des sichtbaren Lichts liegt in einem Bereich von:
384-10™Hz < f<789-10™ Hz

Sie wird durch die Division der Lichtgeschwindigkeit c, zur Wellenlange A bestimmt.

F= S0
)

Co = 299.792.458 XM
S

Die geometrische Optik findet immer dann ihre Anwendung, wenn die Dimension der
Gegenstande, wie z.B. Linsen, Blenden oder Spiegel, auf die das einfallende Licht
wirkt, grof} ist gegeniber der Wellenlange des Lichtes. Andernfalls finden die Beu-
gungsgesetze der Wellenoptik ihre Anwendung.

Die geometrische Optik oder auch Strahlenoptik, deren mathematische Zusammen-
hange nachfolgend genauer analysiert werden sollen, basiert auf der Feststellung,
dass sich Lichtstrahlen in einem homogenen Medium gradlinig ausbreiten. Dies be-
deutet, dass bei der Bestimmung der Reflexion, der Brechung oder Beugung des
Lichts die geometrischen Gesetze der Mathematik angewendet werden kénnen.

Betrachten wir die Reflexion des Lichtes. Die Definition besagt, dass der Betrag des
Einfallswinkels o und der Reflexionswinkel p zum Bezugslot gleich ist. Die Lichtstrah-
len und das Lot liegen in einer Ebene. Das Lot ist die Winkelhalbierende der Gesamt-
winkelsumme o+ . Es trifft immer senkrecht auf die Reflexionsoberflache.

o =

Abbildung 5 Reflexionsgesetz
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Lehrbeispiel 1

Zwei ebene Spiegel sind, wie in folgender Abbildung aufgezeigt, so angeordnet, dass
sie einen Lichtstrahl reflektieren sollen. Die Spiegel sind so montiert, dass sie einen
Winkel y = 45° einschlie3en.

Wie grol3 ist der Ablenkungswinkel 5 ?

Lésung

Aus den reflektierten Lichtstrahlen und den Spiegeloberflachen sind zwei Dreiecke zu
bilden. Unter Anwendung der Gesetze aus der Geometrie lassen sich die Winkel der
Dreiecke bestimmen. Die Summe der eingeschlossenen Winkel in einem Dreieck
betragt 180°. Um die Aufgabe zu I6sen, missen mehrere voneinander unabhangige
Gleichungen aufgestellt werden (LOsen einer Aufgabe mit mehreren Unbekannten).
Danach muss versucht werden, durch Einsetz- oder Gleichsetzverfahren, die Terme
zu vereinfachen.

Winkelsumme aus dem Dreieck ABC:

o = Py
ay =P,
I 180°=2-04+2-0,+(180°-3)

Winkelsumme aus dem Dreieck ABD:
I 180°=(90°—a4)+(90° -, )+v
Gegeben: y=45°

Gesucht: &

11 90° +ay =90° -0y +

I 180°=2-(—ay +7)+2-a, +180°-3
d=-2-0,+2y+2-0,
d=2-v

= 0=2-45°=90°
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Bei der Brechung des Lichts fallt ein Lichtstrahl schrag auf eine Grenzflache zwischen
zwei unterschiedlichen Werkstoffen. Die Richtung des Lichtstrahls wird an dieser
Stelle gebrochen, er wird abgelenkt. Zur Berechnung der Brechungswinkel a4 und o,
wird eine einfache Verhaltnisrechnung aufgestellt. Sie ist gleich der Lichtgeschwindig-
keit ¢ des einzelnen Mediums.

Sinl = C_1 = konst
sina, Cy

Die Konstante beschreibt gleichzeitig das umgekehrte Verhaltnis der Brechzahlen n
der Werkstoffe.

SN% _ N2 _ yonst.
S|n(x,2 n1

Bei der Brechung des Lichts gibt es einen Grenzwinkel o4. Ab einem bestimmten Win-
kel wird das Licht nicht mehr gebrochen, sondern reflektiert.

Lehrbeispiel 2

In einem See schwimmt in einer Tiefe von 2,5 m ein Fisch F.

Um welches Stiick As erscheint der Fisch verschoben, wenn der Betrachter unter
einem Winkel von 45° gegen die Wasseroberflache blickt?

Die Brechzahl der Luft betragt n = 1 und die des Wassers n = %

Ay

i
-

1
.y
|

'y
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Losung

Gegeben: h=25m

(1,1 = 450
no_3
274
Gesucht: As

As=8"-s
’

s
tan o4 :F:s’=h~tana1

tana, :%:s:htanaz

Sin(X1 n2 . n1 .
—1=—2=a, =arcsin| —-sina,
sina, Ny n,

o, =arc sin (%sin 45°] =32°

As =h-tan a4 —h-tan o, :h-(tan o4 —tan 0L2)
As=25m- (tan 45° —tan 32°)
As =0,938 m
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Das allgemeine Reflexionsgesetz gilt auch fur gekrimmte Spiegelflachen. Die Beson-
derheit hierbei ist, dass Lichtstrahlen, die parallel zur optischen Achse auf einen Para-
bolspiegel treffen, so reflektiert werden, dass sie sich im Brennpunkt F schneiden und
umgekehrt. Dieses Verfahren wird mithilfe von Linsen ausgenutzt, um reelle GréRen
virtuell zu verkleinern (Foto).

Abbildung 6 Abbildung eines Gegenstandes durch einen Hohlspiegel

Die Formeln zur Beschreibung der aufgezeigten Bedingung sind die Gesetze der Lin-
senabbildung. Eine wichtige physikalische GroRe ist die Brennweite f. Sie ist gleich
dem halben Radius des Hohlspiegels. Der Kehrwert der Brennweite f ist gleich der
Summe aus dem Kehrwert der Gegenstandsweite g und dem Kehrwert der Bildweite

Lehrbeispiel 3

Mithilfe einer Konvexlinse mit einer Brennweite von f = 20 cm, soll ein Gegenstand
reell abgelichtet werden. Die Entfernung vom Gegenstand zum Bild betragt s =12 m.

Berechnen Sie die Gegenstands- (g) und Bildweite (b) sowie das Abbildungsmal3 (A)!

A_B_b

B
G
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Losung

Gegeben: f=20cm
s=12m

Gesucht: b;g; A

1:_+ 1 _S$-9g+9 _ S

f g s-g g-(s-g) g-(s-9
s—g)=s-f

g-s—g?=s-f

0=g? -s-g+s-f = Quadratische Gleichung

2
912 2—1(—5)i (%SJ -s-f

2
gy = _[%.(_120 cm)j+\/[%~120 cmj ~120 cm - 20 cm

gq =946 cm

2
g, = _(%-(—120 cm)]—\/(%ﬂzo cmj —~120 cm- 20 cm

g, =254 cm

by =s-g,=120cm-94,6 cm
b, =254 cm

b, =s-g, =120 cm-25,4 cm

b, =946 cm
A-B_P
G g
_by _946cm
! gy 254cm
A, =372
_by 254cm
279, 946cm
A, =0,268
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Die Problemstellung dieser Aufgabe liegt in dem Erkennen der quadratischen Glei-
chung.

0=g®-s-g+s-f

Die Aufgabe ist damit nicht mehr eindeutig zu bestimmen. Es besteht somit die Mog-
lichkeit, wie in unserem Beispiel, dass zwei Lsungen richtig sind. Der virtuell abge-
lichtete Gegenstand kann kleiner aber auch grof3er als das Original sein. Die Aufgabe
muss somit weiter mit beiden Losungsmaoglichkeiten berechnet werden.

Auf 1
Aufgaben Aufgabe 1

Formen Sie die nachfolgende Formel soweit um, sodass als Ergebnis der Ausdruck
b = stehen bleibt!

_.,
Q=
(o2 EN

Aufgabe 2

Zwei ebene Spiegel sind, wie in nachfolgender Abbildung aufgezeigt, angeordnet und
sollen einen Lichtstrahl reflektieren. Die Spiegel sind so montiert, dass sie einen Win-
kel y =90° einschlie3en.

Wie groB3 ist der Ablenkungswinkel & ?

2

(N
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Aufgabe 3

Ein Glaswiurfel mit einem Brechindex von n = 1,5 wird von einem Lichtstrahl durchbro-
chen. Der Lichtstrahl tritt in der Mitte des Wirfels unter einen Winkel von 40° in das
Glas ein. Der Wiirfel hat die Abmale von a = 10 cm. (Brechzahl der Luftn = 1)

3.1 Berechnen Sie den Abstand As zwischen Austrittspunkt des Lichtstrahls und der
Wiirfelkante A!

3.2 Berechnen Sie den Austrittswinkel 3, des Lichtstrahls!

]
B
o
A T
Ba 2
Aufgabe 4

Ein Gegenstand mit der Grofke G soll mit Hilfe einer Konvexlinse abgebildet werden.
Der Abstand s zwischen Bild und Gegenstand betragt:

s=g+b

4.1 Stellen Sie die Brennweite f als Funktion der Bildweite b dar!

_.,
Q|-
o=

4.2 Bestimmen Sie die Gegenstandsweite g und die Bildweite b, wenn die Brenn-

weite f :%~s =40 cm ist!
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Lernbereich

3 Problemstellungen aus dem Bereich der Mechanik

Die Mechanik ist ein Teilgebiet der Physik. Sie wird untergliedert in die Bereiche Statik
und Kinetik. Die Statik beschaftigt sich mit der Zusammensetzung und dem Gleichge-
wicht von Kraften auf einen ruhenden Korper. Im Gegensatz dazu wird die Kinetik als
die Bewegungslehre bezeichnet, deren Bewegungsursache die Einwirkung von Kraf-
ten auf einen Korper ist.

Die Statik

Hier werden die Kréfte eines starren Systems genauer untersucht. Um eine Kraft ein-
deutig bestimmen zu kdnnen, muss sowohl der Betrag, der Richtungssinn und die
Wirklinie der Kraft bekannt sein. Alle GréRRen, die durch ihren Betrag, den Richtungs-
sinn und der Wirklinie eindeutig bestimmt werden kénnen sind Vektoren. Die Kraft ist
somit ein Vektor und unterliegt allen mathematischen Gesetzmaligkeiten der Vekto-
ren.

Die Definition der Kraft F lautet:

Bei einer konstanten Masse m ist die Kraft F proportional der Momentanbe-
schleunigung a.

F=m-a

Aus den Zusammenhangen der Definition ist zu erkennen, dass bei einer konstanten
Masse m nur die Beschleunigung a den Kraftvektor beeinflusst. Hieraus ist zu folgern,
dass die Beschleunigung ebenfalls ein Vektor ist und nur mit ihrem Betrag, dem
Richtungssinn und der Wirklinie eindeutig bestimmt werden kann. Die Beschleunigung
unterliegt somit ebenfalls allen Gesetzmaligkeiten der Vektorberechnung.

F=m-a
Ein Beispiel hierzu:

Wirkt auf einen Korper mit der Masse m eine konstante Kraft F, so wird der Korper
nach der Uberwindung seiner Tragheit beschleunigt. Der Richtungssinn und die Wirk-
linie der Beschleunigung ist gleich denen der Kraft. Der Betrag der Beschleunigung
errechnet sich aus dem Betrag der Kraft dividiert durch die Masse.

-1
m

Bei der Rechnung mit Vektoren finden nicht nur die Grundrechenarten Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division Anwendung, sondern auch die trigopnometrischen
Funktionen. Hierzu das folgende Lehrbeispiel:
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Lehrbeispiel 1

Auf einen punktuellen Korper wirken drei unterschiedliche Kréafte. Die z-Koordinate ist
bei allen drei Kraften gleich und kann somit vernachlassigt werden.

Berechnen Sie die Resultierende der drei anliegenden Kréfte, die auf den Kérper
wirkt!

Gegeben:
ya
F
Y] Fq
lX1 -
X
a3
F Fi=250N a;= 15°
5 Fp=450N a,= 119°
F;=200N az=279°
Gesucht:
FR X OR
Lésung

Aus den mathematischen Gesetzen zur Behandlung von Vektoren ist zu entnehmen,
dass die Summe aller einzelnen Vektoren, die auf einen Punkt wirken, die Resultie-
rende oder den Gesamtvektor ergibt.

- 1. - -
FR :ZF1+F2 ++Fn
n

Ein raumlicher Vektor lasst sich durch seine x-, y-, und z-Koordinaten ausdriicken.

F=F, +|§y +F,

Wird nicht von einem Vektor im Raum, sondern von einem Flachenvektor ausgegan-
gen, so kann die z-Koordinate vernachlassigt werden. Wird der Kraftvektor nun in
seine x- und y-Komponenten zerlegt, so ergibt sich ein rechtwinkliges Dreieck. Somit
finden die mathematischen Gesetze der Trigonometrie ihre Anwendung. Dies sind die
drei Winkelfunktionen und der Satz des Pythagoras.

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06
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a® +b? =c?

a+pB+y=180°

vy =90°

= a+p=90°

sinoczi;sinB:E
c c
b a

coso =—; Cosf} =—
c c

tan0L=i;tan[3:E
b a

Nachfolgend sind die Grundfunktionen auf die x- und y-Koordinaten des zerlegten
Kraftvektors angewendet worden. Die wichtigsten Gleichungen zur Bestimmung der
Kraft sind noch einmal aufgezeigt.

Der Betrag der Kraft Iasst sich zerlegen in:

F? =FZ +F;
Fy, =F-cosa
F, =F-sina

F
Der Winkel der Kraft errechnet sich aus: tano = F_y

X
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Mit diesen aufgezeigten mathematischen Zusammenhangen lasst sich die physikali-
sche Problemstellung l6sen:

Fix =F;-cosay =250 N-cos15°=2415N
=F; -sinay =250 N-sin15° = 64,7 N

Fox =F, -cosa, =450 N-cos119° =-2182 N
F,, =F, -sina, =450 N-sin119°=393,6 N
Fax =F3 -cosag =200 N-cos279° =313 N
=F; -sinaz =200 N-sin279° = -197,5 N

FRx = I:1x + I:2x + F3x
Frx =2415N-2182N+313 N

Fry =546 N

FRy = F1y + F2y + F3y

Fry =647 N+3936N-1975N
Fry = 2608 N

Fr = {F&c + F4, = (546 N)? + (2608 N)?
Fr = 2665 N

Der Vektor befindet sich im ersten Quadranten.

Fry 260,8 N
ag = arctan—— = arctan——
Fre 54,6 N

OLR = 78,2 °

Das Drehmoment M eines Kraftepaares ist ebenso wie die Kraft F und die Beschleu-
nigung a ein Vektor. Es kann somit auch nur eindeutig bestimmt werden, wenn der
Richtungssinn, die Wirklinie und der Betrag bekannt ist. Das Moment M ist das Pro-
dukt einer Kraft F und dem Wirkabstand |, auf dem die Kraft wirkt.

M=F.I

Auch hier kénnen die Aufgabenstellungen wieder mit den vier Grundrechenarten und
den trigonometrischen Funktionen geldst werden. Zusatzlich muss die Lésung von
Gleichungen mit mehreren Unbekannten angewendet werden. Wenn zum Beispiel alle
Krafte ermittelt werden sollen, die auf Kdrper wirken, um diesen in Gleichgewicht zu
halten, so missen mehrere Gleichungen aufgestellt werden.
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Lehrbeispiel 2
Auf einen Balken wirken mehrere Krafte wie in der Skizze gezeigt.

Berechnen Sie die Auflagekréfte in den Punkten A und B!

ly Iy I3 , ly
F2 F3
A Y\ a3 B
Q4 7.
Fy
Gegeben:
l{=15m

F,=150N a4 =70°

|2 :2m
F, =15 kN oy =90°

|3 :2m
F; =2kN oy = 60°

|4 :4m
Gesucht:

Fa; Fg; aa; o

Lésung

Als Erstes muss das Bauteil freigemacht werden. Das bedeutet, dass die unbekann-
ten Krafte in den Lagern A und B bestimmt werden missen.

F Fs,| /Fa
.
I:1y T\§ F F By

A R

o =90° da Loslager
= FAX = O N

Danach muss die Gleichgewichtsbedingung aufgestellt werden.

YF, =0
YF, =0
2 M) =0

ZFX :0:_F1x _F3x +FBx
sz :0:F1y +FA _F2 _F3y +FBy
Y M) =0=Fyy (g +1y +1g+14)+Fp -y +15 +14)=Fp - (I3 +14)=Fyy -4

Fy =F-cosa F, =F-sina

32
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Nach dem Aufstellen der Gleichungen werden sie der Reihe nach geldést und zum
Schluss die unbekannten Krafte mit Betrag, Richtungssinn und Wirklinie ermittelt.

—Fy -sinay (g +1p + 15 +14)+Fo(l3 +1,)+F5 -sinag -1y

= Fa= (|2+|3+|4)

Fp = —150 N-sin70°-9,5m +1500 N-6 m + 2000 N -sin60°-4 m
8m

Fo =1823,6 N

Fgy =F;-cosaq +F3-cosaz =150 N-cos70°+ 2000 N - cos 60°

Fs, = 10513 N
FBy = _F»] 'Sin(l1 _FA +F2 +F3 S|n(13

Fg, = —150N-sin70°—-1823,6 N + 1500 N + 2000 N - sin 60°
Fy, = 12675N

Fg = \/FBx2 +Fg,” = \/(1 0513 N)* + (12675 N)?

Fs = 16468 N
F
o = arctan—Y = arctan12679N
Fay 10513 N
(X,B = 50,3O

Wie aufgezeigt, lassen sich mit den nur wenigen bis hier beschriebenen mathemati-
schen Kenntnissen eine Vielzahl von physikalischen Zusammenhangen in der Statik
klaren. Es mussen nur die physikalischen Groften aus der Aufgabenstellung richtig
zugeordnet werden.

Die Kinetik

Die Kinetik ist die Lehre der bewegten Korper. Hier werden zur Veranschaulichung die
verschiedenen physikalischen GréRen der Bewegung in Diagramme gezeigt. Die auf-
gezeigten Kennlinien werden dann mit Funktionen beschrieben. Die Art der Funktion
gibt Auskunft Uber die Bewegungsart. In der Kinetik wird auf der x-Koordinate der
Diagramme meist die Zeit t abgetragen. Auf der y-Koordinate wird die zu beobachten-
de GroRe wie Wegstrecke s, Geschwindigkeit v oder die Beschleunigung a abge-
tragen. Die Diagramme werden als Weg-Zeit-Diagramm (v-t-Diagramm), Geschwin-
digkeits-Zeit-Diagramm (v-t-Diagramm) und Beschleunigungs-Zeit-Diagramm (a-t-Dia-
gramm) bezeichnet. Die allgemeine Aussage einer Funktion, bezogen auf ein x-y-
Koordinatensystem besagt, dass y eine Funktion von x ist.

y =f(x)

Wird eine Beziehung zu den angegebenen Diagrammen aufgestellt, so ergibt sich
hieraus:

Weg-Zeit-Diagramm: s = f(t)

Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm: v = f(t)
Beschleunigungs-Zeit-Diagramm: a = f(t)
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Nachfolgend werden die Diagramme von zwei Fallen der Beschleunigung, anhand der
Kennlinien, genauer untersucht. Dies ist die gleichformige und die gleichmaRig be-
schleunigte Bewegung ohne Anfangsgeschwindigkeit.

Gleichférmige gradlinige Bewegung

S A v a
v = konst.
s=v-t
a=0
t t t
Weg-Zeit-Diagramm Geschwindigkeit- Beschleunigung-
Zeit-Diagramm Zeit-Diagramm

Abbildung 7 Diagramme zur gleichférmig gradlinigen Bewegung

GleichmiaBig beschleunigte Bewegung ohne Anfangsgeschwindigkeit

SA A | a i
) v=a-t
s=4%-0a-t a = konst.
t t t
Weg-Zeit-Diagramm Geschwindigkeit- Beschleunigung-
Zeit-Diagramm Zeit-Diagramm

Abbildung 8 Diagramme zur gleichmaRig beschleunigten Bewegung

Aus den oben beschriebenen Grafen sind zwei Typen von mathematischen Funktio-
nen zu erkennen. Dies ist zum einen die lineare Funktion und zum anderen die quad-
ratische Funkton. Beide werden wie folgt allgemein beschrieben:

Lineare Funktion

y y=a-x+b (Funktion)

Y, y=atb a=tana = Yo7 (Steigung des

X2 = X4 Grafen)

b=y-Wertbeix=0 (x-Nulldurchgang
des Grafen)

Yy
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Quadratische Funktion
y A y=a-xX’+b-x+c (Funktion)

c=y-Wertbeix=0 (x-Nulldurchgang
des Grafen)

y = ax’+c

Das Weg-Zeit-, Geschwindigkeit-Zeit- bzw. Beschleunigung-Zeit-Diagramm in
Abbildung 7 zeigt jeweils verschiedene Verlaufe der linearen Funktion.

Beim Weg-Zeit-Diagramm ist b = 0. Das bedeutet, dass keine Anfangsstrecke bertck-
sichtigt werden muss. Die zurlickgelegte Wegstrecke steigt linear, auf Grund der kon-
stanten Geschwindigkeit.

s=f(t)=v-t

Bei dem Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm verhalt sich die Funktion anders. Sie ist zwar
linear, doch da sich der Wert der Geschwindigkeit Uber die Zeit nicht andert, hat die
Funktion keine Steigung (a = 0). Der Nulldurchgang des Grafen mit der y-Achse ist
ungleich Null (b # 0). Der bewegte Korper, der betrachtet wird, hat eine Anfangsge-

schwindigkeit (v, = b).

v="f(t)=vy

Im Beschleunigung-Zeit-Diagramm ist bei konstanter Geschwindigkeit die Beschleuni-
gung uber die Zeit gleich Null (a = 0). Die Faktoren a und b der Funktion sind somit

gleich Null.
a=f(t)=0
Der Graf des Weg-Zeit-Diagramms der gleichférmig beschleunigten Bewegung hat

den Verlauf einer Quadratischen Gleichung. Aber dieser Graf ist eine Sonderfunktion.
Der Anteil b-x ist gleich Null. Hieraus folgt:

y=a-x>+c

Bei den in Abbildung 8 beschriebenen Grafen ist der Wert ¢ = 0. Hieraus folgt, dass
bei konstanter Beschleunigung die Wegstrecke s sich quadratisch zur Zeit t verhalt.
Der Graf wird als Parabel bezeichnet.

s:f(t):%-a~t2

Als nachstes wird die Flugbahn eines Korpers mathematisch analysiert , der senkrecht
in die Luft geworfen wird und nach Erreichen der maximalen Hohe wieder zur Erde
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fallt. Der Luftwiderstand wird hierbei nicht berticksichtigt. Abbildung 9 zeigt den Ver-
lauf der Wurfbahn in Abhangigkeit zu der Zeit.

N |
Ss— —————————————
Vo
2g
to Vo ts t ot t

I 9 |
| |

Abbildung 9 Senkrechter Wurf

Der Verlauf des Grafen im Weg-Zeit-Diagramm des senkrechten Wurfs ist ebenfalls
gleich einer quadratischen Funktion. Sie wird wie folgt beschrieben:

s=f(t)=—%-g~t2 +vg -t

Da sich der Abwurf- und der Aufschlagpunkt auf der gleichen Hohe befindet (c = 0),
sind beide Punkte des Grafen Schnittpunkte mit der x- bzw. Zeitachse.

Unter Zuhilfenahme der Nullstellenanalyse kdnnen die Gleichungen geldst werden.

x2+p-x+q=0
p. [P
Xo1=—5+ [Ej -q
b 2
XOZ:_E_ [Ej -q

Ein weiterer wichtiger Punkt des Grafen ist der Scheitelwert. Er gibt das Maximum
bzw. Minimum der Funktion in y-Richtung an. Bei unserem Beispiel kann mit dem
Scheitelwert die Steighdhe errechnet werden.

©

Allgemeine Berechnung des Scheitelpunkts:

y:x2+b-x+c
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Durch die Anwendung der quadratischen Erganzung entsteht der folgende Ausdruck:

1 )2 1 )2
y=x2+bx+|=b| +c—-|=b

2 2

2 2
y=|X+ lb +C-— 1b
2 2

Der Scheitelpunkt liegt bei:

Ys :C_lbz

1
X, =—-—b
s 2 4

Lehrbeispiel 3

Berechnen Sie die Flugzeit eines Kérpers, der mit einer Anfangsgeschwindigkeit von
Vo = 25 m/s senkrecht in die Hé6he geworfen wird!

Der Abwurf- und der Aufschlagpunkt liegen in der gleichen Hoéhe (s = 0). Der Luftwi-
derstand wahrend des Fluges kann vernachladssigt werden. Die Erdbeschleunigung
betragt g = 10 m/s’.

Berechnen Sie auBerdem die maximale Flughdhe!

Losung

Gegeben:

Gesucht: t

h:s:—%-g-t2+vo-t beis =0

1 2
O0=——-g-t“+vy -t
5 g 0

2-vg

0=t%- -t

2-vg
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t01:53

2
t __P_|P _q:_—58_ -5s
027 9 2 2 2
102=OS

Die Flugzeit ist gleich der Zeit to,.
tFlug =ty =9s
Berechnung der maximalen Flughéhe s, durch quadratische Erganzung

1 2
S=——-g-t“+vy-t
5 g 0

= S:_l.g.(tZ_ﬂ.t)
g

2 2
= S:_l.g. t_V_O +VL
2 g 2.9

Die maximale Flughdhe s; ist gleich dem Scheitelwert der Parabel

2 2
s = Vo _ (25m/s)2:31,25m
2.g 2.10m/s

Die maximale Hohe wird nach der Zeit

t, = Vo _25m/s _ 25 s erreicht.

_E_ 10 m/s?

Eine alternative und zugleich universellere Mdglichkeit zur Berechnung der maximalen
Flughodhe bietet die Differenzialrechnung, indem mithilfe der Ableitung der Funktion
s(t) ein lokales Maximum ermittelt wird.
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Kreisbewegung

Um eine Kreisbewegung eines Rades eindeutig bestimmen zu kénnen, muss die ma-
thematische Flachenberechnung und der Bezug zum Winkel eines Kreises bekannt
sein.

Abbildung 10 Allgemeine Flachenberechnung eines Kreises

d®

4
U=d-n=2-r-x

A=n-r?=

Die Umfangsgeschwindigkeit v eines Kreises ist an jedem Punkt des Umfanges gleich
groB. Sie ist abhangig von der Drehzahl n und dem Umfang eines Kreises. Die Dreh-
zahl errechnet sich aus den vollen Umdrehungen u pro einem definierten Zeitab-
schnitt. Hieraus folgt:

v=U-n=d-x-n=2-r-n-n
u

n=—

t

Vi= Vy= Vy= V= V

Vy

Abbildung 11 Kreisbewegung
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Aber auch die Kreisbewegung wird wieder mit der Zeit t in Verbindung gebracht. Hier-
durch lassen sich die Formeln fiir die Umlaufzeit T, die Frequenz f und die Winkelge-
schwindigkeit o aufstellen.

abnn Aufgabe 1

Ein zweiarmiger Hebel ist wie in der Abbildung beschrieben belastet. Die Krafte, die
auf den Hebel wirken, haben die folgenden GréRen:

! I
Fy A F3
__5 Y
A > A
Fa
F, =400 N oy = 45° l, =3m
F, =250 N l, =15m
F, =500 N l; =2m

Berechnen Sie den Betrag und den Winkel der Stitzkraft!

Hinweis: Die Stltzkraft ist annahernd gleich der Resultierenden der drei Krafte. Ihr
Richtungssinn ist nur entgegengesetzt.

40
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Aufgabe 2

Ein PKW verbraucht auf einer Strecke von 100 km 8 | Benzin.
2.1 Stellen Sie den Benzinverbrauch als Funktion der zuriickgelegten Wegstrecke
auf!

2.2 Berechnen Sie anhand der Funktion die Entfernung, die der PKW mit einer
Tankfillung von 45 | zuriicklegen kann!

2.3 Zeichnen Sie den Grafen der Funktion Vg = f(s)!

Aufgabe 3
Ein Stein wird aus einer Héhe von zwei Meter mit einer Anfangsgeschwindigkeit von

vo =10 m/s senkrecht in die Hohe geworfen. Die Erdbeschleunigung betragt
g =10 m/s%

3.1 Stellen Sie den Flugweg als Funktion der Zeit dar (Quadratische Funktion
y=a-xX+b-x+c)!
3.2 Berechnen Sie die Steigzeit, die Steighbhe und die gesamte Flugzeit!

3.3 Stellen Sie die Grafen im Diagramm qualitativ dar!

Aufgabe 4

Ein Rad mit einer Anfangsgeschwindigkeit von vy = 0 m/s wird eine Zeit tg = 2 s
gleichformig beschleunigt a = 1 m/s®. Danach erfahrt das Rad fiir eine Sekunde keine
Beschleunigung. Nach dieser Zeit von 3 s wird das Rad gebremst und kommt inner-
halb von t = 2 s zum Stehen (negative Beschleunigung). Das Rad hat einen Durch-
messer von 30 cm.

4.1 Berechnen Sie den zuriickgelegen Weg des Rades!

4.2 Zeichnen Sie das Weg-Zeit-, das Geschwindigkeit-Zeit- und das Beschleuni-
gung-Zeit-Diagramm!
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Lernbereich

4 Problemstellungen aus dem Bereich der Warmelehre

Warme ist eine Form von Energie. Man unterscheidet sie als reine Energieart oder als
Energietrager. Um die physikalischen GréRen der Warme mathematisch zu bestim-
men, missen die einzelnen Groflen quantitativ und qualitativ erfasst werden. Die
quantitative Bestimmung erfolgt Uber die Menge der rationalen Zahlen aus der Ma-
thematik. Hieraus ergibt sich das Bindeglied zwischen der Physik und der Mathematik.

Die Mischtemperatur 8 berechnet sich aus der Menge der gemischten Stoffe (m und
m,), der Temperatur der Stoffe vor der Mischung (81 und 9,) und ihrer spezifischen
Warmekapazitat (c4 und c,).

Die Mischformel soll so umgestellt werden, sodass mit ihr die Mengen der Stoffe er-
rechnet werden kann.

:m1~c1-81+m2~02~82
mq-C4+mM,-Cy

9

9-(my-ci+my-Cy)=my-Cq-8y+my-Cy-9y
$-my-c4+3-my-co=my-cy-34+my-Ccy- 9y
8-my-cy-my-cy-84=mMy-Cy-8, -M,-Cy -3
my-(c-9-cq-84)=mylc, -8, —c,-9)
my-cy(8-8;)=m, -c, (9, - 9)

_Mmy-Cy ‘(92‘9)

e ci-(9-91)
m :m1~c1-(8—81)
2 cp-(9,-9)

Anhand des Beispiels wurde aufgezeigt, dass die physikalischen Gréfen als ein nor-
maler Term, wie alle Zahlen aus der Menge der rationalen Zahlen, betrachtet werden
kann und somit alle Rechenschritte ihre Gultigkeit behalten. In dem beschriebenen
Fall sind es die Grundrechenarten, die Klammersetzung und das Bruchrechnen.

Die physikalische GroRe Temperatur beschreibt den Warmezustand eines Stoffes. Sie
hat aber eine mathematische Besonderheit und zwar ist dies der untere Grenzwert.
Dieser Grenzwert ist eine natirliche physikalische Grenze, die nicht unterschritten
werden kann. Diese qualitative Grenze ist einzig abhangig von der quantitativen Aus-
sage. Temperaturen werden in Grad Celsius (3 in °C), Grad Fahrenheit (3¢ in °F) oder
Kelvin (T in K) angegeben. Die quantitativen Aussagen in Fahrenheit haben nachfol-
gend keine so grofte Bedeutung und werden nicht weiter betrachtet. Der beschriebene
Grenzwert wird in der Physik als der absolute Nullpunkt bezeichnet. Er liegt bei
9N =—273,16 °C oder Ty = 0 K. Die quantitative Aussage der Temperatur ist somit
eine Zahl aus der Menge der rationalen Zahlen in einem theoretischen Bereich von:

27316 <3<
0<T<w

Aber praktisch ist auch die Obergrenze begrenzt.
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Ein Mal fir die in einem Korper enthaltende Warme (Energie) ist die Warmemenge
Q. Sie gibt Auskunft, wie viel Warmeenergie in einem Kérper, mit einer konstanten
Masse m, und der spezifischen Warmekapazitat ¢ des Korpers, bei einer bestimmten
Temperatur T in Kelvin gespeichert ist. Die absolute Warmemenge errechnet sich aus:

Q=m-c-T

Bei einem Experiment, das diese Theorie beweisen soll, wird ein Korper betrachtet,
dessen Masse und die zugehdrige spezifische Warmekapazitat des Stoffes wahrend
des Versuchs konstant ist. Wird nun die Gleichung zur Berechnung der Warmemenge
rein mathematisch betrachtet, so ist zu sehen, dass bei konstanter Masse m und spe-
zifischer Warmekapazitat c die Warmemenge eine Funktion von der Temperatur ist.

Q=A1(T)
Es handelt sich hierbei um eine lineare Funktion:
y=a-x+b

Der Faktor a und der Summand b der linearen Funktion soll genauer untersucht wer-
den. Die geringste Temperatur, die erreicht werden kann, liegt beim absoluten Null-
punkt bei Null Kelvin (T = 0 K). Hieraus folgt, dass der Nulldurchgang beim Schnitt-
punkt zwischen x- und y-Koordinate liegt. Der Summand b hat somit den Zahlenwert
Null (b = 0).

Die Funktion der Warmemenge soll beim absoluten Nullpunkt etwas genauer unter-
sucht werden.

Q=m-c-T beiT=0 K
QO=OJ

Unabhangig von der Masse und der Zusammensetzung des Stoffs eines Kdrpers, ist
beim absoluten Nullpunkt die gespeicherte Warmeenergie eines Korpers immer gleich
Null (Qo =0 J). Es sollte hier noch erwdhnt werden, dass die Warmekapazitat tber
einen grofden Temperaturbereich keine Konstante ist. Hier sollte der Mittelwert bevor-
zugt werden.

Die Steigung a der Funktion ist gleich dem Produkt aus der Masse m und der spezifi-
schen Warmekapazitat c.

a=m-c

Wird die Warmemenge Q von Kdrpern untersucht, die zwar die gleiche Masse m ha-
ben, aber aus unterschiedlichen Stoffen bestehen, so ist festzustellen, dass die War-
memenge nur von der spezifischen Warmekapazitat ¢ abhangt. Dieser Wert ist aus
Tabellenblchern und Formelsammlungen zu entnehmen. Als ein Beispiel soll hier die
Luft erwahnt werden. Sie hat eine spezifische Warmekapazitat von:

kJ
c=1——
kg-K

Aus Tabellenbiichern kann entnommen werden, dass die spezifische Warmekapazitat
¢ von Stoffen in einem Bereich von

LT S Sl
kg-K kg-K
liegt.
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In dem nachfolgenden Diagramm sind drei unterschiedliche Kennlinien mit unter-
schiedlicher spezifischer Warmekapazitat ¢ aufgezeigt

QA

Abbildung 12 Warmemenge-Temperatur-Diagramm

Bis zu diesem Abschnitt wurde die absolute Warmemenge Q betrachtet. Dieser Wert
hat in der Physik eine nicht so groe Bedeutung. Bedeutsamer ist der Wert der Ande-
rung der Warmemenge AQ, die auch als Energieanderung bezeichnet wird. Die Funk-
tion zur Berechnung der Warmemengenanderung ist &hnlich der Funktion zur Be-
stimmung der absoluten Warmemenge. Die Energiednderung eines Kdrpers in Form
von Warme, wird nur von der Temperaturanderung AT beeinflusst.

AQ=m-c-AT
Die Temperaturanderung errechnet sich aus der Anfangstemperatur (34 oder T4) und

der Endtemperatur ((8, oder T,). Die Temperaturanderung wird auch allgemein als
Temperaturdifferenz AT bezeichnet:

AS = 82 - 81
A9 = AT
AT = T2 —T»]
oder
AY' =9, - 9,
AT =T, -T,
Qﬂ Py
Q- ‘
+AQ
P, :
Qo AT
AQ'=-0Q
| Py
K A ;
T, T T 1

Abbildung 13 Diagramm zur Anderung der Warmemenge bei einer Temperaturéanderung

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06



Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen bearbeiten

DAA-TECHNIKUM M

Aus dem Diagramm ist zu entnehmen, dass bei steigender Temperatur die Warme-
menge Q sich um den Betrag von AQ erhdht und bei sinkender Temperatur um den
Betrag von AQ verringert.

AT = positiv = AQ = positiv
AT =negativ = AQ = negativ

Korper, die einer sich dndernden Temperatur ausgesetzt werden, verandern ihr Volu-
men. Bei festen Kdrpern ist aber nicht das Volumen, sondern die Ldngenanderung je
Seitenansicht fir die physikalische Berechnung von Interesse. Es wird hier von der
Langenausdehnung Al gesprochen. Bei flissigen bzw. gasférmigen Koérpern oder
Stoffen ist wiederum die Volumenanderung bzw. die Volumenausdehnung AV der
physikalisch relevante Wert. Auch hier ist wieder nur die Anderung bzw. die Differenz
zwischen Anfangs- und Endzustand die relevante Grofe. Beide Ausdehnungsarten
sind abhangig von der Temperatur und somit Funktionen von der Temperaturande-
rung AS.

Al=f(AS)=a1;-AS
AV =f(A9)=P-V;-AS
Beide Gleichungen sind lineare Funktionen. |hr Unterschied liegt einzig in der Stei-

gung a. Die Steigung der Langenausdehnung setzt sich aus dem Produkt des Lan-
genausdehnungskoeffizienten o und der Anfangslange |1 des Kérpers zusammen.

Die Steigung der Volumenausdehnung ist das Produkt aus dem Volumenausdeh-
nungskoeffizienten B und dem Anfangsvolumen V.

a:BV1

Mit diesen Werten der Langen- bzw. Volumenausdehnung kdénnen die exakten An-
fangs- bzw. Endwerte errechnet werden.

Al =1, -1y, Al'=1T5 -1, Langenanderung, Langendifferenz

AV =V, -V,, AV'=V',-V, Volumenéanderung, Volumendifferenz
AS=9,-94, AY=9,-9, Temperaturanderung, Temperaturdifferenz
AT=T,-T,, AT'=T,-T, I !

AT AT

Abbildung 14 Diagramm zur Ladngenausdehnung
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AV =gV, AT

AT' AT

Abbildung 15 Diagramm zur Volumenausdehnung

Lehrbeispiel 1

Ein Schwimmbad mit einer Lange von 15 m, einer Breite von 4 m und einer Tiefe von
2,5 m soll bei konstantem Wasserdruck von 15 °C auf eine Temperatur von 20 °C
aufgeheizt werden. Der Raum ist bis zum Rand mit Wasser geflllt.

Wie viel Liter Wasser tritt wéhrend der Erwdrmung aus dem Becken aus und muss
aufgefangen werden?

1
=1.10"* =
BWasser K
1dm?3 =11
Losung

Als Erstes missen wieder die Daten aus dem Aufgabentext zugeordnet werden. Der
Anfangs- und der Endwert der Temperatur sowie das Anfangsvolumen des Wassers
ist durch die Abmalle des Raums angegeben.

A$=9,-9,=20°C-15°C=5K
V,=I-b-h=15m-4m-25m=150 m*

Die gesuchte GroRe ist die Volumendifferenz bzw. die Volumenausdehnung AV .
Durch das Einsetzen der gewonnenen physikalischen Gréfien in die Formel fur die
Volumenausdehnung I&sst sich die Aufgabe I6sen.

AV =B-V, ~A9:1-10‘4%-150 m3.5K

AV =0,075m® =75dm?® =751
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Es sollen nun einige Zustandsanderungen idealer Gase in einem geschlossenen
System mathematisch betrachtet werden. Die physikalische Grundgleichung zur Be-
rechnung der Zustande idealer Gase lautet:

n : Anzahl der Gasteilchen
Rm: allgemeine Gaskonstante

Bei der isothermen Zustandsanderung wird die Temperatur T konstant gehalten.
Die allgemeine Zustandsformel idealer Gase bei konstanter Temperatur besagt:

p-V=n-R, T=konst.
c=n-R,-T

7

T-konstant

P(v)

N

Vy Vi

Abbildung 16 Realisierung der isothermen Zustandsanderung

Da in einem geschlossenen System, bei isothermer Zustandsanderung, die Anzahl
der Gasteilchen, die allgemeine Gaskonstante und die Temperatur konstant bleiben,
ergibt sich hieraus, dass der Druck p eine Funktion des Volumens V ist.

p=f(V)
o X
P=¢v

Die beschriebene Funktion hat die Form einer Hyperbel. Sie wird in der Mathematik
allgemein beschrieben mit:

c
y==
X
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<y

Vz V1
H_/
AV

Abbildung 17 p-V-Diagramm einer isothermen Zustandsanderung

Die geleistete Arbeit zur Volumenanderung entspricht der Flache unter der Kurve des
p-V-Diagramms. Unter der Berlicksichtigung, dass der Druck p

1.
=n-R,, T -— ist,
p m Y,

ergibt sich durch das Integrieren der Funktion:

v,
W= [p-dv

Bei einer isochoren Zustandsanderung ist das Volumen als konstante Grofe zu
betrachten. Die zugehdrige Zustandsformel lautet:

p_n-Ry konst
T V
C:n~Rm

\Y

p=f(V)=V =konst.

Das Kennlinienfeld des p-V-Diagramms entspricht dem wie in Abbildung 17, die Ar-
beitspunkte sind aber andere. Da das Volumen konstant ist, sind die Arbeitspunkte auf
den unterschiedlichen Grafen der Temperatur T zu finden.
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Pi

<y

V = konst.

Abbildung 18 Isochore Zustandsanderung

Bei einer isobaren Zustandsanderung ist der Druck p als konstante Grée zu be-
trachten. Die Zustandsanderung lasst sich, ahnlich wie die beiden beschriebenen,

mathematisch beschreiben.

V_nRy = konst.
T P
C:n-Rm

p
Py

Vi Vy
Abbildung 19 Isobare Zustandsanderung

<Y

Die Arbeit zur Volumenanderung entspricht wieder der Flache unterhalb der

p-V-Kurve.

W=p-(V,-V,)

Diese Arbeit ist bei einer Expansion negativ, was bedeutet, es gibt Arbeit nach aulen

ab.
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Lehrbeispiel 2

In einem luftdicht verschlossen Behalter befindet sich ein Gas mit einer Temperatur
von +20 °C.

Auf welchen Wert muss die Temperatur ansteigen, damit sich der Druck verdoppelt?

Lésung

Aus der Aufgabe ist zu entnehmen, dass es sich um einen verschlossenen Behalter
handelt und damit ist das Volumen V konstant. Es handelt sich somit um eine isochore
Zustandsanderung. Die Anfangstemperatur T, und die Druckanderung ist ebenfalls
aus dem Text zu entnehmen.

T=293K
P2 =2-py
V = konst.

Werden diese Aussagen in die zugehdrige Formel zur Berechnung der Zustandsénde-
rung eingesetzt, so lIasst sich der Ausdruck des Drucks kirzen.

P1_P2 2-p; n-R

= =——"m™m —konst.
T T, T, \
=T, =M=2.T1 —2.293K
P4
T, =586 K
=
9, =313°C

Ein weiterer Funktionstyp in der Warmelehre ist die Exponentialfunktion. Sie tritt bei
der adiabatischen Zustandsanderung auf und stellt die physikalischen Gréen Druck,
Volumen und Temperatur in einen weiteren Zusammenhang. Diese Zusammenhange
beziehen sich auf eine isentrope Zustandsanderung.

Py~ Vi =py- V3
p-V* =k =konst.

Der Exponent ist der so genannte Adiabatenexponent und ist eine stoffabhangige
Grole.

Der Kurvenverlauf der Funktion ist steiler als bei der isothermen Zustandsanderung.
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<Y

V V;

Abbildung 20 Isentrope Kompression

Durch die Integration der Flache unterhalb der Kurve ergibt sich die Arbeit.
k-1
W — p1 ) V1 . ﬁ _1
k—1 Vs

Lehrbeispiel 3

Eine Luftfeder besteht aus einem luftdicht verschlossenen Zylinder mit einem Volu-
men V =50 dm?®. In dem Zylinder bewegt sich ein verschiebbarer Kolben.

Wie grol8 ist das Volumen der Luft, wenn sich der Druck nach einem Aufprall verdop-
pelt? (x = 1,4)

Losung

py-Vi* =py-V,"
:p_1.v1'< :p_1.v1‘< :lv1'< =V,"
P2 2p, 2

=V, :i/l-vf = 1{/1-50*4 dm?® ='Y119,54 dm?
2 2
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Aufgaben

Aufgabe 1

Stellen Sie die Formel fiir die Ermittlung der Mischtemperatur um, sodass Sie mit ihr
die spezifische Warmekapazitét c, errechnen!

9 m;-Cqy-34+my,-Cy -9y

m1 C1 +m2 'C2

Aufgabe 2

Eine Messingkugel hat bei einer Temperatur von 10 °C einen Durchmesser von 5 cm.

Auf welche Temperatur muss die Kugel erwdrmt werden, um den Durchmesser um
0,1 mm zu erhéhen?

Optos, :19-10'6%

Al=a-ly-AT

Aufgabe 3

Bei einer isobaren Zustandsanderung ist der Druck p Uber den Betrachtungszeitraum
konstant.

3.1 Stellen Sie die allgemeine Zustandsgleichung um, sodass sich hieraus die Glei-
chung flir isobare Zusténde ergibt!

3.2 Zeichnen Sie die isobare Expansion (Vergréerung) qualitativ in das angegebe-
ne Kennlinienfeld! (p = konst)

3.3 Zeichnen Sie in das Kennlinienfeld die Volumendnderungsarbeit und geben Sie
die zugehdrige Formel an!

<y
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Aufgabe 4

Ein rechteckiger Raum mit einer Lange von 7 m, einer Breite von 5 m und einer Héhe
von 2,5 m wird von 10 °C auf 25 °C erwarmt. Der Luftdruck bleibt wéhrend der Er-
warmung konstant.

Welches Volumen hat die Luft, die wéhrend der Erwdrmung aus dem Raum ent-
weicht?

AV =V, -B-AT

1

=35-10"° —

P K
Aufgabe 5

Eine Luftfeder besteht aus einem luftdicht verschlossenen Zylinder mit einer Lange
von 600 mm und einem Durchmesser von 300 mm. In dem Zylinder bewegt sich ein
verschiebbarer Kolben. Der Druck im entspannten Zustand betragt bei 20 °C 1 bar.

Wie grol3 ist der Druck im Zylinder und die Temperatur der Luft im Zylinder, wenn der
Kolben bei einem Aufprall 400 mm eindringt?

Py-Vi =py V3
TV =T, vy
k=14
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Lernbereich

5 Problemstellungen aus dem Bereich der Fertigungstechnik

Sichere mathematische und naturwissenschaftliche Kenntnisse sind auch in allen
Bereichen der Fertigungstechnik Voraussetzung flir eine kostenginstige, qualitats-
und termingerechte Arbeit. Das soll exemplarisch an folgenden Beispielen aufgezeigt
werden:

1. Stanztechnik
2. Tiefziehen
3. Leistungsberechnung bei Zerspanungvorgangen

Zu 1. Stanztechnik

Eine Firma, die u.a. Stanzteile fertigt, hat dafiir eine Maschine, die maximal 350 kN
zum Ausschneiden und/oder Lochen aufbringen kann.

Geschnitten werden soll ein Teil (vgl. Abbildung 23) jeweils aus einer bereits vorhan-
denen rechteckigen Platte mit den Maften 90 mm x 75 mm.

e Der Technologe der Firma soll entscheiden, ob das in Abbildung 23 skizzierte Teil
als Auftrag angenommen werden kann, ohne dass eine neue Maschine dafiir an-
geschafft werden muss.

e Das Gewicht des geschnittenen Werkstlcks soll als Angabe fir die Stickliste
bestimmt werden.

e Wie hoch wird der Abfall in % - bezogen auf eine Platte?

e Zur Planung des Transports soll fiir eine Stiickzahl von 9000 das Gewicht des
Verschnitts berechnet werden.

e Da der Schnittstempel im Schwerpunkt der Schnittlinien liegen muss, ist der Li-
nienschwerpunkt rechnerisch zu bestimmen. Ein zum Schwerpunkt exzentrisch
angeordneter Zapfen fihrt zum Verkanten des StéRels, damit zu héherem Werk-
zeugverschleifd und muss maoglichst vermieden werden.

Niederhalter Schneidstempel

7B

| Blech
— —

N | A
I .
= ‘ F Schneidplatte
I
S Schneidspalt

Abbildung 21 Schnittvorgang
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Scherfldche A= m-d-t

el

Abbildung 22 Schnitt

Es gilt auch hier die grundséatzliche Beziehung

Belastungskennwert

Spannung =
P 9 Querschnittskennwert

Tg =

F
A

Durch entsprechende Umformungen der Gleichung erhalt man die Ansatze fir die

F
Spannungskontrolle gy, =21
Avorh
I:vorh
Entwurfsrechnung Ay 2

Szul

Belastbarkeitsrechnung F,, =15, - Ayom

Bei Werkstoffen wie Stahl, Stahlguss, Al, Messing kann fur die zuldssige Spannung in
der Regel 1, ,y = 0,8 - o, ,y flr das Scheren angenommen werden. Bei Werkstoffen
wie Grauguss gilt: 1,,u= 1,2 - 6, ,4. Bei Bruch gilt T 5, = 0,8 - R, (R, = Zugfestigkeit).

Lehrbeispiel 1

| Mit einem Gesamtschnittwerkzeug soll das
skizzierte Blech ausgeschnitten werden.
W\ Es stehen eine Schnittkraft von 250 kN
2 —| - - -|—  und Bleche aus St 37 (S235JR) zur Verfii-
\U gung (Rm = 370 Nmm™2).
. Welche Dicke t darf das Teil maximal ha-

20 ben?
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Losung

Das Blech muss ausgeschnitten werden. Es wird abgeschert. Fur die weitere Rech-
nung ist Ry, = 370 Nmm™ maRgebend. Die Flache fiir den Schneidvorgang wird durch
die Blechdicke t und die gesamte Schnittlinienlange lges bestimmt.

SN
A
Mgy = o __ 290KN g5 02
1,5 370Nmm72.08
2
Azl t = t=2 39NN 560 mm
lges 2154 mm

lges =U =2(30 +40)+n-24mm = 2154 mm

Fur die gegebenen Bedingungen darf das Blech nicht dicker als 3,92 mm sein.

Berechnung der erforderlichen Schnittkraft

80

40

20

50

66
20

15 £,

t = 3mm lg

20

62

Abbildung 23 Stanzteil
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Die erforderliche Schnittkraft lasst sich berechnen nach der Beziehung
Ferf = T asr - Avorh-

Aus der Werkstoffangabe St 37 (S235JR) folgt R, = 370 Nmm™2; damit ergibt sich fur
Tapr = 0,8 - 370 Nmm™ = 296 Nmm ™.

Avorh = Uvorh -t

U= UauBen + URechteck + UKreis

7
UauBen = zln :|1 +|2 +|3 +|4 +|5 +|6 +|7
n=1

l, =4/20% +162 mm = 25,6 mm
l, =v402 +302 mm =50 mm

1 n-2-18 mm

lg=—n-d=————=283mm
4 4
Uaugen = (25,6 +50 + 40 + 50 + 18 + 28,3 + 42) mm
U =2539 mm

aulRen
Ugechteck = 2(15 +20) mm = 70 mm
Ukreis =7-d=n-15 mm = 47,1 mm
U =(253,9+70+47,1))mm = 371mm

Ao =371mm -3 mm =1113 mm?

For = 296%-1113 mm? = 3295 kN

mm

Die Maschine kann 350 kN erzeugen. Die moégliche Schnittkraft ist damit groer als
die erforderliche Schnittkraft von 329,5 kN. Das Teil kann in der Firma gefertigt wer-
den.
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Gewichtsbestimmung fiir das geschnittene Werkstiick

90

75

Abbildung 24 Flachenaufteilung

G=m-g
m=V-p
V=A-t
A=Ages —A1-As A3 Ay A5 - Ag
A ges =90 mm - 75 mm = 6750 mm?
A, =2.42 =T .152 mm? = 176,7 mm?

4 4
A, =a-b=15-20 mm? = 300 mm?
A, _cd_2016 mm? =160 mm?

2 2
A, :eT-f: 30;’0 mm? = 600 mm?

As =18-18 mm? _Z'_'362 = (324 - 254,5)mm? = 69,5 mm?

Ag =(90-(75-66)+ 66 - (90 — 80)) mm? = 1470 mm?
A = 3974 mm?
V =3974 mm? -3 mm =1192 cm?

m = 1192 cm® -7’8—539 ~ 9357 g
cm

G=9357 g-981 ﬂz 0918 N
S

58
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Verschnitt in %

Flache der Grundplatte Ag;=a-b =90 mm - 75 mm = 6750 mm?
Flache des Werkstiickes A = 3974 mm?

Agr: A=100: x

6750 mm’ : 3974 mm’ = 100 : x

x=58,9 %

Es tritt ein Verschnitt von 41,1 % auf.

Gesamtgewicht des Verschnitts bei 9000 Werkstiicken

Gewicht eines Rohlings (Platte 90 mm x 75 mm)

Gi=m-g

m=V.p=20,25cm’-7,85gcm™ =159 g

Gy =159 -9,81ms?=1,56 N

Geuwicht des fertigen Werkstiickes G = 0,918 N

Verschnitt fir eine Platte Gygrsenn = G1— G = 0,642 N

Gesamtverschnitt Ggesverschn = 9000 - Gyersonn = 5778 N

Schwerpunktbestimmung

Die Koordinaten des Gesamtschwerpunktes Sy von Linien kdnnen nach folgender

Beziehung berechnet werden.

Linienschwerpunkt

- Xq +15 - Xo +13 - X5 ... Zlx
0" | Xo =]
ges ges
Iy -y +l -y, +13-yg ... 2
o= Y12 | 2713 Y3 Vo = | y
ges ges
Xo, Yo : Abstand zum Schneidkantenschwerpunkt in Richtung der x- bzw. y-Achse
vom Bezugspunkt aus
X1,Y1 . Abstand zum Linienschwerpunkt der ersten Linie vom Bezugspunkt aus
X2, ¥2 . Abstand zum Linienschwerpunkt der zweiten Linie vom Bezugspunkt aus
l4, | . Lange der ersten bzw. zweiten Linie (Teillinie)
lges . Gesamtlange des Linienzuges

Fir eine gerade Strecke liegt der Schwerpunkt in der Mitte. Aufwandiger wird die
Schwerpunktbestimmung z.B. fiir einen Kreissektor (vgl. Abbildung 25).

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06

59



% DAA-TECHNIKUM

Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen bearbeiten

R-s
_ ,/i\ yO:T
4
Q
= §¢ : mit
=
> S
C & & S s=2-R~sin%
Rma _a
7D a+b 180° 57,3°
y072 a+b+c

Abbildung 25 Schwerpunkte von Linien

Benotigt wird fir das Werkstlick der Schwerpunkt Sg, um den Gesamtschwerpunkt
bestimmen zu kénnen. In Abbildung 24 ist ein Koordinatensystem eingetragen, das
als Bezugssystem dienen soll.

Folgende Voriiberlegungen sind dazu erforderlich.

R=18 mm

Y6

Abbildung 26 Kreisbogen

Yo =

Yo =

60

 18-2546

R-s
b

s:2-R-sin%:2-18mm~sin45°

s = 2546 mm

b=R.—%* —18mm. 2

= 28,27 mm
57,3°

o

mm =16,2 mm
28,27
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Bestimmung von xg und yg:

sin 45°=X8 — xi =162 mm-sin45°
Yo
Xg =1146 mm
Xg =62 mm +11,46 mm = 73,46 mm
Vs = X5, da 45°!
Yg =18 mm —11,46 mm = 6,54 mm

Damit ist der Schwerpunkt Sg bekannt: (73,46;6,54)

Nun kann der Gesamtschwerpunkt Sy bestimmt werden. Das erfolgt in Tabellenform,
um die Rechnung Ubersichtlicher zu gestalten.

Zlx Sy
Xo = I Yo = I
ges ges
n I, in mm X, in mm yoinmm | I, x,in mm? | I, - y, in mm?
1 25,6 10 8 256 205
2 50 0 41 0 2050
3 40 20 66 800 2640
4 50 60 51 3000 2550
5 18 80 27 1440 486
6 28,3 73,46 6,54 2079 185
7 42 41 0 1722 0
> =2539 ¥ =9297 > =8116
X, - X _ 9297mm? _366mm  yg = sy _ 8180mm? _ 320 mm
lges ~ 253,9mMm lges ~ 2539mMm

Der Stempelschwerpunkt muss mit dem Gesamtlinienschwerpunkt Sy (36,6;32,0) zu-
sammenfallen.

Zu 2. Tiefziehen

In der Fertigungstechnik werden haufig Bleche zu Karosserieteilen fir Kraftfahrzeuge,
zu Abdeckungen oder zu Gefallen umgeformt. Das erfolgt haufig durch Tiefziehen.

Tiefziehen ist ein Fertigungsverfahren, bei dem ein zugeschnittenes Blech unter Ein-
wirkungen von Zug und Druck in einen offenen Hohlkdrper umgeformt wird, ohne dass
sich die Blechdicke wesentlich andert.

Bei kastenformigen Tiefziehteilen oder anderen Formen, die in der Industrie haufig zu
finden sind, werden meist durch Versuche die Voraussetzungen fir die industrielle
Fertigung bestimmt.

Die folgenden Erérterungen beziehen sich nur auf das Tiefziehen mit starren Werk-
zeugen. AuRerdem wird der einfachste Fall - das Ziehen rotationssymmetrischer
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Hohlkérper, z.B. einfacher zylindrischer Napf - betrachtet, weil die rechnerische Erfas-
sung noch verstandlich ist.

Als Ausgangsstoff fur die Fertigung werden zugeschnittene Bleche (Ronden) verwen-
det. Die gewinschte GrolRe des Gefales, das hergestellt werden soll, bestimmt den
Durchmesser der Ronde.

In der Praxis gibt es die verschiedensten Formen, die tiefgezogen werden. Fir die
Ermittlung des Rondendurchmessers rotationssymmetrischer Teile sind in der folgen-
den Ubersicht einige Beispiele angegeben.

GefaRform Durchmesser des Zuschnitts
¢ d
|
! D=+vd?+4-d-h
I
¢ dy
i
i D=4d5+4-d;-h
¢ d,
o %
|
| D =+2d? =141d
¢ dy
o &
|
i D=yd? +d?
¢ dy
| | |
I I I
\' ! 'J £ D= \/d12 + 27Rd; +8R?
|
¢ d,

Tabelle 1 Berechnung der Rondendurchmesser
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Lehrbeispiel 2

44 mm Berechnen Sie fiir das dargestellte Gefal3 aus
X5 CrNi 18 10 und einer Wandstérke von 2 mm die
erforderliche Ronde fiir den Tiefziehvorgang!

|

T

: 20 mm
| Ermitteln Sie aulBerdem, wie viel Milliliter Wasser
das Gefall nach dem Tiefziehen aufnehmen kann!
Losung

Rondendurchmesser

Der Tabelle kénnen die entsprechende Formel und der Abbildung die erforderlichen
Male enthommen werden.

D = v/d2 + 4dh = /44 mm? + 444 mm - 20 mm = 7386 mm

Zuschnitt der Ronde wird auf 74 mm aufgerundet.

Volumenbestimmung

T 2
V=—-d;-h
g M

di=44mm-2-2mm=40mm
hy =20 mm - 2mm =18 mm

V =="(40mm)?-18 mm = 22,619 cm® = 22,6 ml

r
4

Lehrbeispiel 3

120 Das skizzierte Gefal3, das tiefgezogen werden soll,
ist fir Y4 Liter Wasser vorgesehen. Das Blech hat

6/’\ eine Dicke von 2 mm.

Berechnen Sie den erforderlichen Durchmesser der
Ronde!

Losung
Folgende Arbeitsschritte sind erforderlich:

e Bestimmung des erforderlichen Innendurchmessers fur das Gefal aus dem gege-
benen Volumen

e Berechnung des Rondendurchmessers
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Durchmesserbestimmung

Volumenformel fiir die Halbkugel: V = %n 3

3
= 3‘/ﬂ - %/m —492cm = d=984cm =984 mm
271 271

gewahlt: Stempeldurchmesser dg; = 100 mm

Rondendurchmesser D

D =/d? +d3

dy =dg +2-2mm

D = 41042mm? +1202 mm?2 = 1588 mm

gewahlt :D =160 mm

Zu 3. Leistungsberechnung bei Zerspanungsvorgangen

Bei der Zerspanung von Werkstlcken ist die erforderliche Motorleistung vom Zerspa-
nungsvorgang abhéngig. Fir eine Firma kann es bei der Ubernahme eines Auftrages
von Bedeutung sein, welche Motorleistung zum Zerspanen erforderlich ist. Deshalb
kann es sinnvoll sein, die erforderliche Leistung des Motors, die von der Schnittleis-
tung P abhangig ist, zu berechnen.

vorhandene
Schnittleistung?

Werkzeughalter

erforderliche | Spindelstock
Motorleistung? (Hauptgetriebe) Futter ™ Oberschlitten
\

Reitstock

\ Planschlitten
I —H
Leitspindel
d %, b
— Vorschubetriebe | Zugspindel
- N / Schaltspindel
| Ldngsschlitten | Gestell
\

Abbildung 27 Drehmaschine
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Folgende Uberlegungen sind dazu erforderlich:

Die Leistung des Antriebes der Werkzeugmaschine muss um die Verluste innerhalb
des Kraftflusses gréRer sein als die Schnittleistung.

Pan =
Nges

Wie aus den physikalischen Grundlagen der Leistungsermittiung bekannt ist, kann
durch Multiplikation der beiden vektoriellen Gré3en Schnittkraft und Schnittgeschwin-
digkeit (hier: die vorhandene Schnittgeschwindigkeit!) die Schnittleistung gewonnen
werden:

Pc = Fc * Ve vorh

Beim Einsetzen der entsprechenden Werte ist auf die Einheiten zu achten!

Die Vorschubleistung ist im Vergleich zur Schnittleistung so gering, dass sie in diesem
Zusammenhang vernachlassigt werden kann.

Richtwerte flr optimale Schnittgeschwindigkeiten beim Drehen in Abhangigkeit vom

e zu bearbeitenden Werkstoff,
e dem Schneidstoff des Werkzeuges und des Vorschubes

sind der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen.
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Tabelle 2 Richtwerte fiir die Schnittgeschwindigkeit beim Drehen
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Die Schnittkraft F¢ wird Uber die Beziehung F¢ = A K¢ -Kges bestimmt.

Der Korrekturfaktor Ky ist u.a. abhéngig von folgenden Grofien: Spanwinkel, Schnitt-
geschwindigkeit, Schneidstoff, Verschleily des Werkzeuges und Spanstauchung.

Durch die Multiplikation entsprechender Faktoren wird Kyes berechnet.
ngs = KY < Kye - Keen + Kyer + Kst
Hier wird zur Vereinfachung angenommen, dass Ky bereits bekannt ist.

Der Spanungsquerschnitt A beim Langsdrehen zeigt das folgende Bild:

In diesem Bild bedeuten:

f K : Einstellwinkel des Werkzeuges
a, :Schnitttiefe
\= f : Vorschub pro Umdrehung
S A b :Spanungsbreite

°
> h  :Spanungsdicke
%

Abbildung 28 Spanungsquerschnitt beim Langsdrehen

Wie aus der Abbildung ersichtlich, bildet der Spanungsquerschnitt A ein Parallelo-
gramm, dessen Flache wie folgt berechnet werden kann:

A=a,-f=b-h

Fir die Spanungsdicke h und die Spanungsbreite b ergeben sich fir das einschneidi-
ge Werkzeug folgende Zusammenhange:

. a,
h=f.sink b=—
sink

Sehr wichtig ist noch der Zusammenhang zwischen der Schnitttiefe a, und den
Durchmessern: D (Werkstiickdurchmesser vor der Bearbeitung) und d (Werkstlck-
durchmesser nach der Bearbeitung)

D=d+2a,

Mithilfe dieser Gleichung kann zukinftig z.B. eine grétmdgliche Schnitttiefe a, be-
rechnet werden, die mit einer Maschine bekannter Leistung mdglich ist.

Die spezifische Schnittkraft k. ist eine Grolle, die zum einen vom Material, das
zerspant werden soll und zum anderen von der Spanungsdicke h abhangt. Die ma-
thematische Verknipfung ist mit folgender Beziehung gegeben:
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Hierin bedeuten:

kc11 : Hauptwert der spezifischen Schnittkraft in N/mm2; ke1.1 gibt den Wert einer
Zerspanungskraft an, die erforderlich ist, um einen Span der Dicke h = 1mm
und der Spannungsbreite b = 1 mm abzuschneiden.

h : Spannungsdicke in mm

m. : Exponent (Steigungsfaktor einer Schnittkraftgeraden); wurde ebenfalls im
Versuch bestimmt!

Der im Nenner auftretende Faktor h™ muss in dieser Gleichung ohne Einheit einge-
setzt werden, da sich fir k. als Einheit N/mm? ergeben muss.

Die entsprechenden Werte fiir k1.1 und m¢ liegen in Tabellen vor.

kc1.1
Werkstoff ) m¢
in N/mm

St 42 (S275) 1800 0,17
St 50 (E295) 1990 0,26
St 60 (E335) 2110 0,17
St 70 (E360) 2260 0,30
C 45 Ck45 (C45E) 2220 0,14
C 60 Ck60 (C60E) 2130 0,18
16 Mn Cr 5 2100 0,26
18 CrNi 6 2260 0,30
34 CrMo 4 2240 0,21
42 Cr Mo 4 2500 0,26
50CrV 4 2220 0,26
Nichtrostender Stahl 2580 0,18
Mn-Hartstahl 3360 0,22
Hartguss 2060 0,19
GS-45 1600 0,17
GS-52 1800 0,17
GG-14 950 0,21
GG-26 1160 0,26

GTW, GTS
(EN-GJMW. EN-GJMB) 1200 0,24
Gussbronze 1800 0,17
Rotguss 650 0,25
Messing 780 0,18
Al-Guss 650 0,25
Mg-Legierung 280 0,19

Tabelle 3 Richtwerte flr k. 1.4 und m¢
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Lehrbeispiel 4

Eine Welle aus 18CrNi6 soll in einem Schnitt von 86 mm Durchmesser auf 82 mm
Durchmesser abgedreht werden. Der Einstellwinkel k betragt 60° und der Vorschub ist
auf 0,4 mm/Umdrehung eingestellt. Der Korrekturfaktor Kges sei 1,0.

Ermitteln Sie die bei dieser Dreharbeit auftretende Schnittkraft F.!

Lésung

Aus der Tabelle 3 ergibt sich fiir den Stahl 18CrNi6:

Ke,, =2260 N2 ; m. =030
' mm

Fo =A-Kg Kges

A=a,-f

a, =7

D=d+2-a,
D-d 86-82

a”:T: =2mm

Damit ergibt sich A:

A =2mm-04 mm =08 mm?

kC
ke =—= ; h=f-sink
th
h =04 mm - sin60°
h =0,3464 mm
ke = 226003 N2 =3106,2L2
(0,3464)°° mm mm
9 N
F. =08 mm ~3106,2—2~1,0
mm
F. =248497 N

Fir diesen Schnitt sind 2485 N als Schnittkraft notwendig!

Lehrbeispiel 5

Im Lehrbeispiel 4 ergab sich beim Zerspanen des Werkstoffes 18 CrNi 6 eine Schnitt-
kraft von F; =~ 2485 N.

Welche Schnittleistung ist erforderlich, wenn eine Schnittgeschwindigkeit von
75 m/min vorliegt?
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Losung

= M = 3106,25 Watt

GOi_ -min
min

Die Leistung des Antriebes der Werkzeugmaschine muss um die Verluste innerhalb
des Kraftflusses groRer sein als die Schnittleistung.

P

C

Alsogilt: P,, =

Nges

Wird angenommen, dass ngs = 0,8 betrégt, dann ergibt sich eine erforderliche Motor-
leistung von P, = Pyt = 3,88 kW.

Beziiglich der zu wahlenden Schnittgeschwindigkeiten ist darauf zu achten, dass
Drehmaschinen in der Regel mit einem Getriebe ausgestattet sind, das nicht jede
Drehzahlstellung erméglicht.
Nach DIN 804 gelten folgende (Standard) Lastdrehzahlen fiir Werkzeugmaschinen
(das ist eine geometrische Reihe; der Quotient zweiter aufeinander folgender Dreh-
zahlen ist konstant!) in 1/min:

112 140 180 224 280 355 450 560 710 900 1120

Diese Drehzahlreihe kann durch den Faktor 10 erweitert oder auch dividiert werden.
Méglich sind also auch Drehzahlen wie:
90 1/min oder 1400 1/min!

Der Zusammenhang zwischen Drehzahl und Schnittgeschwindigkeit stellt sich folgen-
dermalfien dar:

Vo, =D-m-n
Diese Beziehung wird haufig als ,,zugeschnittene Groliengleichung® oder ,Zahlenwert-

gleichung® verwendet.

Lehrbeispiel 6

Eine Welle aus CrMo-Stahl mit R,, = 900 N/mm? soll auf einer Drehmaschine (ber-
dreht werden. Der AuRRendurchmesser betragt 75 mm, der neue Durchmesser soll
74 mm betragen.

Folgende weitere Angaben sind bekannt:

Schneidstoff Hartmetall P 10
Vorschub f=0,63 mm
Einstellwinkel k = 60°
Schnittkraft F.=3000 N

Gesamtwirkungsgrad mges = 0,75

Ermitteln Sie die vorhandene Schnittgeschwindigkeit v ,.» und die Antriebsleistung!
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Losung

Aus der Tabelle 2 ,Richtwerte fur die Schnittgeschwindigkeit beim Drehen® ergibt sich
folgende Geschwindigkeit:

Viray = 60% (fiir Cr Mo St / Hartmetall P,y / = 60°und f = 0,63)

Da D = 75 mm folgt:

D-n-n
VeTab = 1000
o Verap 11000 _ 60000 ., . 1
Ri D-n 757 " min

Das ist ein Richtwert. Aus der Drehzahltabelle werden 224 min™ gewahlt. Warde der
gréRere Wert, also 280 min~" genommen, dann ware die geforderte Haltbarkeit des
Werkzeuges wegen schnellerer Abnutzung nicht mehr einzuhalten.

. 1 .
Mit nge,, = 224m errechnet sichnun v o, :

v _D-n-n_75-n-224_5278£~53£
cvoh 1000 1000 " min min

Damit ergibt sich die Schnittleistung P:

P, =F, Vg = 3000 N-53 1. 18
min o S
min
P, = 2650 W
P
Py =& = 209OW _ 3533 W = 353 kw

0,75
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Aufgabe 1
Aufgaben
16
10
3 a | t
! 32
25
48

Aufgabe 2

1,75
- ‘_Fax
‘_Fux

4

Aufgabe 3

3
=4
t=4
0
*
25
35

Yl—

X
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Mit einem Gesamtschnittwerkzeug soll
das skizzierte Werkstiick von 2 mm
Blechdicke mit einem quadratischen
Durchbruch hergestellt werden.

Welche Kantenlénge a kann maximal
gewéhlt werden, wenn eine Schnittkraft
von 200 kN und Blech aus St 50 (E295)
zur Verfligung steht?

Die Verwendung von Sicherungsringen
nach DIN 471 - 40 x 1,75 (Werkstoff Fe-
derstahl C 67; 1, ,u = 300 Nmm™) zur
Aufnahme von axialen Kraften (am Um-
fang gleichmaRig verteilt) verursacht
geringe Fertigungskosten im Vergleich
zu anderen Verbindungen. Die Haltbar-
keit eines Sicherungsringes fur Wellen
(St 50 (E295) fur Lastfall 1) soll unter-
sucht werden.

Mit welcher Axialkraft darf der Siche-
rungsring belastet werden?

Hinweis: Die Welle ist gesondert an
anderer Stelle zu prifen.

Das skizzierte Werkstiick aus St 50
(E295) (Materialdicke 4 mm) soll ausge-
schnitten werden.

3.1 Welche Schnittkraft ist dazu min-
destens erforderlich (Scherfestig-
keitsiso = 400 N/mm?)?

3.2 Wo liegt der Linienschwerpunkt?
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Aufgabe 4

In das skizzierte Gefal® (vgl. folgende Abbildung) sollen 0,5 Liter Wasser passen. Die
Hohe verhalt sich zum Durchmesser wie 1:2. Runden Sie bei der Berechnung von d
und D auf ganze Zehner (in mm!) auf.

¢ d

|
|
I =
|
I

4.1 Berechnen Sie den erforderlichen Rondendurchmesser fiir das Tiefziehen des
skizzierten zylindrischen GefédRes (vgl. Abbildung) aus einem Blech U St13
(DCO03) mit 2 mm Dicke!

4.2 Wie viel Wasser geht auf Grund der Vorgaben nach dem Ziehen tatséchlich in
das Gefal3?

Aufgabe 5

Ein halbkugelférmiges Gefaly aus Aluminium (p = 2,7 kg/dm3) mit einer lichten Weite
von 30 mm und einer Wandstarke von 3 mm soll gezogen werden.

Berechnen Sie den erforderlichen Durchmesser und die Masse der Ronde!

Aufgabe 6

Ein Werkstiick mit einem Durchmesser von D = 100 mm aus Hartguss wird mit einem
Schneidwerkzeug K10 Uberdreht. Einstellbare Drehzahlen an der Maschine sind:

ns =355 min~" n, = 56 min™’ ; n;=70 min™’ ; ng = 95 min™’

Weitere gegebene Werte :

Schnitttiefe a,=2,0mm
Vorschub pro Umdrehung f=0,10 mm
Einstellwinkel Kk = 60°

Bestimmen Sie

6.1 die Drehzahl!

6.2 den Spanungsquerschnitt!

6.3 die Schnittkraft bei Kges = 1,56!

6.4 die Schnittleistung!
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Aufgabe 7

Eine Welle aus St 60 (E335) mit einem Durchmesser von 90 mm wird mit Hartmetall in
einem Schnitt bei einem Einstellwinkel von 60° Uberdreht. Der Vorschub wurde bei
einer Schnitttiefe von 3,2 mm mit 0,25 mm festgelegt.

Es stehen drei Drehmaschinen zur Verfliigung:

e Maschine A mit 4 kW Antriebsleistung
e Maschine B mit 8 kW Antriebsleistung
e Maschine C mit 12 kW Antriebsleistung

Die Antriebsmotoren weisen einen Wirkungsgrad von 86 %, die Maschinen einen Wir-
kungsgrad von 80 % auf.

Ermitteln Sie die

7.1 einzustellende Drehzahl!

7.2 Schnittkraft, wenn Kges = 1,3 ist!

7.3  Schnittleistung!

7.4 zu verwendende Maschine!

Aufgabe 8

Eine Welle aus Ck 60 (C60E) von 50 mm Durchmesser soll mit Hartmetall P20 bei
einem Vorschub von 0,4 mm und einer eingestellten Schnittgeschwindigkeit von
100 m/min fUr eine vorgegebene Standzeit bei k = 45° Gberdreht werden. Die Maschi-
ne wird von einem Motor mit 6,3 kW angetrieben.

Auf welchen Durchmesser kénnte die Welle in einem Schnitt abgedreht werden, wenn
der Wirkungsgrad 0,82 betrégt und Kges = 1,42 angenommen wird?

Aufgabe 9

Eine Welle aus C60 soll von 80 mm auf 72 mm in einem Schnitt abgedreht werden.
Als Werkzeug wird P10 bei « = 60° und einem Vorschub von 0,4 mm verwendet. Flur
Kges wird 1,3 angenommen. Der Wirkungsgrad des Motors liegt bei 85 %, fir die
Drehmaschine bei 78 %.

Welche Leistung nimmt der Elektromotor der Drehmaschine bei dieser Dreharbeit
auf?
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Aufgabe 10

Eine Drehmaschine wird von einem 6 kW-Motor mit einem Gesamtwirkungsgrad von
n = 0,75 angetrieben. Der Einstellwinkel sei k = 60°, die Drehmaschine verfiigt tber
Drehzahlen gemafl DIN 804. Als Schneidstoff wird P 10 (Hartmetall) eingesetzt.
Zerspant werden soll St 70 (E360).

Folgende weitere GrofRen sind gegeben:

o Kges=1,38
e D=76mm Auflendurchmesser
e f=0,4mm Vorschub

10.1 Ermitteln Sie die vorhandene Schnittgeschwindigkeit!

10.2 Auf welchen Durchmesser kénnte eine Welle aus St 70 (E360) von 76 mm
Durchmesser in einem Schnitt abgedreht werden?

Aufgabe 11

Eine kleine Drehmaschine wird von einem 1,2 kW-Motor angetrieben. Die Drehma-
schine ist far maximal 30 mm Werkstickdurchmesser bei einer Zustellung von
a, = 3 mm vorgesehen.

Weitere bekannte Werte:

Werkzeug HSS

Einstellwinkel k = 60°
Gesamtwirkungsgrad nges = 0,8
Korrekturwert Kges = 1,0

Mit welchem Vorschub diirfte im Extremfall gearbeitet werden, wenn Gussbronze mit
kc 1.1 = 1800 Nmm™ und mc = 0,17 fiir die Bearbeitung bei einer eingestellten Schnitt-
geschwindigkeit von v¢ yom = 50 m/min vorgesehen ist?
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Lésungen Lésungsanhang

1 Problemstellungen aus dem Bereich der Schwingungs- und Wellenlehre
Aufgabe 1

2-m-X

7\/:
2-n~l—arcsin (Y)
T y

Aufgabe 2.1

f=l=0,51=0,5Hz
T S

Aufgabe 2.2

co:2~rcol:3,14l
T s

Aufgabe 2.3

®(o) = arccos (%J =1318 rad = 75,5° oder ¢ = 360° —75,5° = 284,5°

284 5° v

Da Maximum spater folgt, ist ¢ = 284,5°.

Aufgabe 2.4

Y =Y-cos (0-t+q)

Y = 4 cm-cos (3,14 %~t—1,318)

Aufgabe 2.5

Y(t=255) = —1Cm
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Aufgabe 3.1

T=1405s

Aufgabe 3.2
1

o=4472 —
s

Aufgabe 3.3

m,-g
c

y = =05m

Aufgabe 3.4

Aufgabe 3.5

m

S2

a1=O

m
a, =-10 —
2 o2

Aufgabe 4.1

h=725m

Aufgabe 4.2

A=29m
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2 Problemstellungen aus dem Bereich der Optik

Aufgabe 1

o9

g-f

Aufgabe 2
5=2-y=180°

Die Lichtstrahlen schneiden sich nicht, sondern laufen parallel zueinander.

Aufgabe 3.1

As =974 cm

Aufgabe 3.2

B, = 40°

Aufgabe 4.1

_Rh2
_b-s-b" b— 1 b2
s s
Aufgabe 4.2
0=b’—sb +sf
Lésung der quadratischen Gleichung:

g, =508 cm; by =189,2 cm
g, =189,2 cm; b, = 50,8 cm
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3 Problemstellungen aus dem Bereich der Mechanik
Aufgabe 1

Fr = 6032N
O‘R = 620

Aufgabe 2.1

Vg =1(s) = 8 ~s=O,O8L~s
100 km km

Aufgabe 2.2

Vg =451
= s =5625km

Aufgabe 2.3
!In A

T T T T Vg =008-s

ol |
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Aufgabe 3.1

s=f(t):—%~g-t2+vo ‘t+s,

Aufgabe 3.2

Smax =7 Mt =18

tFIug = 2,18 S
Aufgabe 3.3
=
8+

wl~y

Aufgabe 4.1
S

vy =210 s;=2m
S

V2:2m 32:4m
S

V3:0m 33:6m
S
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Aufgabe 4.2
Vi
m/s
2 ___________
| |
| |
| |
| |
| |
1 T | |
| |
|
|
|
! |
|
} } ! } y -
1 2 3 4 5 t
S
|
m

t
S
a
g
1
0 : } -
! 2 3 4 5 ot
S
_‘| =+
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4 Problemstellungen aus dem Bereich der Warmelehre

Aufgabe 1

- Cq-My '(91 _‘9)

g=— 1t 1 7
mj - (9 - 92)

Aufgabe 2

Ad
a'd»]

82= +81=115,3OC

Aufgabe 3.1

v = n-Rp = konst.
T P

Aufgabe 3.2 und 3.3

P

Aufgabe 4

V=46m3
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Aufgabe 5

1,4 14
=1bar 600 mm =1bar- § = 4,66 bar
600 mm - 400 mm 2

9, =1817 °C

5 Problemstellungen aus dem Bereich der Fertigungstechnik
Aufgabe 1

I =40 mm; I, =20 mm

Tagr = 400 Nmm™

A =500 mm?

a=155mm

Aufgabe 2

Ly St > Fau = T - Avorn
Aoh=0d-n-5=35mm-=n-175mm
Belastbarkeit des Sicherungsringes F = 57,7 kN
Aufgabe 3

Zwischenwerte: lges = 173 mm

Ferr = 276,8 kN

Von Punkt Null aus: xo = 18,3 mm, Yy, =27,3 mm
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Aufgabe 4

dster = 110 mm

Innenhdhe des Gefalles 55 mm

h =587 mm;

Rondendurchmesser D = 200 mm

Bei den vorgegebenen Malken gehen in das Gefalt 0,523 Liter.

Aufgabe 5
D =50,9 mm

m=16,5¢g

Aufgabe 6

Der Schnittgeschwindigkeitstabelle kann v, enthommen werden. Zu beachten ist, dass
der Wert um 30 % bis 50 % vermindert werden muss, da es Hartguss ist. Hier wurde
um 30 % verringert!

Aufgabe 6.1

v, -1000 16-0,7-1000

=356 min~"
d-n 100 -«

v=d-nt-n = n=
Drehzahl n; = 35,5 min~' gewahit

Aufgabe 6.2

Spanungsquerschnitt A = 0,2 mm?

Aufgabe 6.3

Schnittkraft Fc=1022,15N

Aufgabe 6.4

Schnittleistung Pc = 190 W

Aufgabe 7

Der Schnittgeschwindigkeitstabelle kann v, entnommen werden. Zu beachten ist hier,
dass die Werte um 20 % zu vermindern sind, wenn die Schnitttiefe > 2,25 mm ist.

Der Gesamtwirkungsgrad ist das Produkt der Einzelwirkungsgrade!
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Aufgabe 7.1

Erforderliche Drehzahl 396 min™
Gewahlte Drehzahl 355 min™

Aufgabe 7.2

Schnittkraft 2,85 kN

Aufgabe 7.3

Schnittleistung 6,92 kW

Aufgabe 7.4

Maschine B ist zu verwenden!

Aufgabe 8

Erreichbarer Wellendurchmesser 45,92 mm

Zwischenergebnisse:
Pc = 5,166 kW
Fc=3099,6 N

ke = 2673,7 Nmm™
A =0,8164 mm?’

a,= 2,04 mm

Aufgabe 9
P.=7150 W

Pantr = 9167 W

Aufgabe 10.1

Ve vorh = 84,76 m/min bei n = 355 min~"

Aufgabe 10.2
a, = 1,86

d=72,3mm
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Aufgabe 11

Vorschub f = 0,15 mm

Das besondere Problem der Fragestellung ist, dass der unbekannte Vorschub f in
zwei Gleichungen auftritt.

Spanflache A=a,- f

kc1.1 _ kc1.1

Spez. Schnittkraft ke = =
h™Me  (f-sin 60°)™

Diese Gleichungen mussen verknupft werden.

. . . . F
A lasst sich bestimmen Uber A = k—° =a, -f
C

Fc kann Uber die Leistung ermittelt werden.
|:>c =11'F)mot = Fc “Vevorh =

_ Prot'n 1200 W-0,8-60 s

Fe _ =1152N
Ve vorh 50 m/min
_ F R (f-sink)
kc 'ap kc1.1 'ap

com, _ Fo (sink)™

Ke11-ap

H 0\017 2

£083 _ 1152 N (sin 60°) mm< _ 0,208 mm

1800 N-3 mm
f =015 mm

86

© DAA-Technikum Essen / gs-00_00_math_Im5.06



Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen bearbeiten

DAA-TECHNIKUM M

Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen
Thema 1: Schwingungs- und Wellenlehre

Lésungshinweise

Federkonstante c:
Schwingungsdauer T:
Frequenz f:

max. Geschwindigkeit Viax:
zusatzliche Beschleunigung a:
maximale Kraft Fpax:

1000 kg/s?
2,35s
0,426 1/s
4 m/s
10,69 m/s®
2896,6 N

Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen

Thema 2: Optik
Lésungshinweise

Gegenstandsweite g:
Bildweite b:

BildgroRe 1:

BildgroRe 2:
Abbildungsmalistab A:

10,2 cm
509,8 cm
25cm
150 cm
50

Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen

Thema 3: Mechanik
Lésungshinweise

Lange der Transportrutsche:
Neigungswinkel:

7,85 Meter
22,47 Grad

Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen

Thema 4: Warmelehre
Losungshinweise

Heizwert lufttrockenes Holz:
erforderliche Holzmasse:
Jahresbrennstoffkosten Brennholz:
Jahresbrennstoffkosten Heizol:

16,106 MJ/kg
43,672t
3494 €

6300 €

Mathematisch-naturwissenschaftlich-technische Problemstellungen

Thema 5: Fertigungstechnik

Losungshinweise

Fges = 522,35 kN
= gewahlt wird das Folgeschnittverfahren
Finnen = 119,15 kN
Faugen = 403,20 kN

Schwerpunkt AuRenkontur; xo = 46,67 mm, yo = 46,67 mm

Schwerpunkt Innenkontur: xg = 29,15 mm, y, = 16,29 mm

Gewicht des Blechprofils: m = 150,04 g, G=1,47 N

Ausnutzungsgrad: Lage 1 48,16 % Verschnitt, Lage 2 22,54 % Verschnitt
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